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DYNAMICS OF THE RECUPERATIVE MECHANICAL

STEPLESS VEHICLE’S DRIVE

В статье представлены результаты теоретического исследования рабочих процессов в механи-
ческой бесступенчатой передаче транспортного средства с рекуперацией энергии торможения 
и маховичным накопителем энергии.

БЕССТУПЕНЧАТАЯ ПЕРЕДАЧА. РЕКУПЕРАЦИЯ ЭНЕРГИИ ТОРМОЖЕНИЯ. МАХОВИЧНЫЙ НАКОПИ-
ТЕЛЬ ЭНЕРГИИ. ТРАНСПОРТНОЕ СРЕДСТВО.

The results of a theoretical study operation in the mechanical stepless vehicle drive with the recuperation 
of braking energy and flywheel energy storage has been represented.

STEPLESS TRANSMISSION. RECUPERATION OF BRAKING ENERGY. FLYWHEEL ENERGY STORAGE. VEHICLE.

Для городских условий эксплуатации наличие 
у транспортных средств бесступенчатого регули-
рования скорости движения в сочетании с систе-
мой рекуперативного торможения позволит су-
щественно расширить их эффективность. Для 
реализации рекуперативного механического бес-
ступенчатого привода необходимы две основные 
составляющие — эффективные накопители энер-
гии и саморегулируемые механические бессту-
пенчатые передачи с широким диапазоном из-
менения передаточного отношения.

Наиболее подходит в качестве накопителя 
энергии для механической рекуперативной си-
стемы маховик, поскольку форма энергии при 
трансформации не меняется, КПД механиче-
ского привода маховика — максимально воз-
можный, а сам привод — простой и надежный.

Существующие механические бесступенча-
тые передачи, как правило, — фрикционного 
типа: клиноременные, дисковые и шаровые. Дан-
ные вариаторы относятся к категории бесступен-
чатых передач типа CVT (continuously variable 
transmission). Их основные недостатки: малый 
диапазон трансформации момента (2–4), необ-
ходимость применения автоматического сцепле-

ния для трогания с места и отсутствие саморегу-
лирования передаточного отношения при 
изменении нагрузки. По этим причинам включе-
ние таких передач в систему рекуперативного дви-
жения транспортных средств нецелесообразно.

Механические CVT на основе использова-
ния муфт свободного хода (МСХ), представлен-
ные фирмой Zero-Max Drives (США), относятся 
к категории вариаторов Adjustable-speed drive 
(ASD). Это бесступенчатые передачи типа Infi-
nitely Variable Transmission (IVT), у которых воз-
можность непрерывного изменения передаточ-
ных отношений реализуется, в отличие от CVT, 
не в ограниченном, а в «бесконечно» широком 
диапазоне скоростей вращения выходного вала, 
включая «стоповый» режим.

Основной принцип управления вариатора 
ASD — бесступенчатое регулирование скорости 
выходного вала за счет изменения амплитуды 
колебаний четырех или более роликовых МСХ, 
поочередно вращающих выходной вал. Вариатор 
отличается высоким КПД (η > 0,92), простотой 
конструкции, регулировок и обслуживания, 
а также дешевизной в сравнении с другими ти-
пами. Основным недостатком является отсут-
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ствие саморегулирования передаточного отно-
шения в зависимости от внешней нагрузки.

Для устранения этого недостатка и исполь-
зования ASD вариатора в рекуперативных при-
водах передача дополняется упругими звеньями, 
например торсионным валом, что позволяет при 
постоянной амплитуде колебаний ведущего зве-
на МСХ осуществлять автоматическую транс-
формацию момента за счет изменения угла за-
крутки торсиона, обеспечивая автоматическое 
увеличение вращающего момента (уменьшение 
частоты вращения ведомого вала) при росте на-
грузки и, наоборот, плавное снижение вращаю-
щего момента (увеличение частоты вращения 
выходного вала) при снижении нагрузки [1–3].

На рис. 1 представлена принципиальная ки-
нематическая схема рекуперативной механиче-
ской системы, состоящей из двух одинаковых 
маховиков, соединенных двумя одинаковыми, 
но противоположно направленными кинемати-
ческими цепями [4, 5].

В каждой цепи имеется муфта включения, 
шарнирно-рычажный четырехзвенник, МСХ, 
торсионный вал и передача с постоянным пере-
даточным отношением. Такая кинематическая 
цепь обладает свойствами трансформатора вра-
щающего момента.

Рассмотрим процесс обмена энергии между 
маховиками при включении муфты F1. В началь-
ный момент времени маховик J1 имеет угловую 
скорость 01 maxω = ω , а маховик J2 – 02 minω = ω . 
Маховик J1 тормозится, а маховик J2 разгоняет-
ся. В конце торможения — разгона должно быть 

1 minω = ω , а 2 maxω = ω . Тогда при выключении 
муфты F1 и включении муфты F2 процесс в точ-
ности повторится, но в обратном направлении. 
В работе [4] применительно к данной кинема-
тической схеме получены соотношения
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Здесь imin и imax — минимальное и максимальное 
значения передаточного отношения, которое 
может изменяться за счет закрутки торсионного 
вала от 0 при неподвижном выходном вале (сто-
повый режим) до 1 при отсутствии на нем на-
грузки; ϕ0 — амплитуда колебаний ведущего 
звена МСХ; Iр вх, Iр вых — постоянные передаточ-
ные отношения каждой кинематической цепи. 
На основании (1) имеем
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Зависимость (2) является выражением кру-
гового передаточного отношения контура, ког-
да включены обе муфты (F1 и F2). На самом деле 
каждый раз включается только одна из них. Если 
задать величину ϕ0 (конструктивный параметр), 
а также величины imax и imin, то зависимость (2) 
позволит определить потребные значения Iр вх, 
Iр вых и величину диапазона изменения угловых 
скоростей маховиков.

Таким образом, зависимость (2) устанавли-
вает связь величины выбранного диапазона D 
изменения передаточного отношения i

 max min/
i

D D i i= = ,  (3)

с величиной ϕ0 и постоянными передаточными 
отношениями согласующих редукторов Iр вх, 
Iр вых. Это позволяет провести кинематический 
расчет рекуперативного привода (подобрать 
передаточные отношения на входе и выходе IVT 
передачи с МСХ). Пример построения графиков 
изменения угловых скоростей маховиков при 
включении муфт F1 и F2 выполнен в работе [5] на 
основе рассмотрения рекуперативной системы 
веломобиля массой 260 кг, оснащенного махови-
ком массой 10 кг и рекуперативным механиче-
ским бесступенчатым приводом (см. рис. 1).

Теоретическое исследование внутренней 
динамики рабочих процессов рекуперативной 
механической бесступенчатой передачи целе-

Рис. 1. Рекуперативная механическая система
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сообразно начать с рассмотрения простейшей 
трехмассовой модели (с упругостью на выходе 
МСХ), представленной на рис. 2 (общий случай 
с внешним входным моментом Мд). При этом 
модель на рис. 2, а соответствует периоду рабо-
чего хода передачи (совместное движение веду-
щих и ведомых частей передачи), а рис. 2, б, в — 
периоду холостого хода (ведомая и ведомая 
подсистемы движутся независимо).

При построении математической модели не-
обходимо иметь ввиду, что в задачах динамики 
с нелинейной функцией положения, к каким 
относится данная передача, целесообразно при-
менять особую форму уравнений Лагранжа 
с «лишними» координатами.

Выполним построение уравнений движения 
для модели передачи в период рабочего хода 
(рис. 2, а) относительно вторых производных 
обобщенных координат.

Уравнения Лагранжа с «лишними» коорди-
натами имеют вид
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Здесь λi — множитель Лагранжа, hij — коэффи-
циент при множителе Лагранжа.

Выбираем обобщенные координаты, где
 2 1( ).Fϕ = ϕ   (5)
Здесь ϕ1, ϕ2, ϕ3 — угловые координаты переме-
щений соответствующих масс; F(ϕ1) — функция 
положения.

Тогда кинетическая энергия через обобщен-
ные скорости выражается следующими соот-
ношениями:
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Потенциальная энергия через обобщенные 
координаты, включая «лишние», соответствует 
выражениям
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Уравнение, связывающее «лишнюю» коор-
динату с независимой обобщенной координа-
той, имеет вид
 2 1( ).Fϕ = ϕ   (8)

Продифференцируем последнее уравнение 
по времени и запишем в следующем виде:

 2
2 1 1 2 1 1 1 1( ) ; ( ) ( )F F F′ ′′ ′ϕ = ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ + ϕ ϕɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ .

Тогда
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Здесь 1
1
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dF

F
d
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ϕ

 — передаточная функция.

Уравнение связи имеет вид

 1 1 2 2 3 3 0;h h h hϕ + ϕ + ϕ + =ɺ ɺ ɺ   (10)

Сопоставляя (9) с (10), запишем: 1 1( );h F ′= ϕ  

3 1.h = −  Остальные коэффициенты равны нулю.
Определим обобщенные силы. Составляя 

выражение суммы работ непотенциальных сил 
на возможных перемещениях и группируя члены 
при δqi, получаем

3

1

;i i iQ M h= ∑  1 2 3д; ; .c cQ M Q M Q M= = − = −  (11)
Рис. 2. Трехмассовая модель механической 

бесступенчатой передачи на этапах рабочего (а) 
и холостого (б, в) хода
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В итоге система дифференциальных уравнений 
имеет вид
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Используем второе уравнение для определения 
множителя Лагранжа λ:

 2 2 2 3( ).J cλ = − ϕ − ϕ − ϕɺɺ

С учетом того, что
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Тогда, подставляя λ в систему (12), получим
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Здесь 1 0 1( ) (1 cos );F ϕ = ϕ − ϕ  1 0 1( ) sin( );F ′ ϕ = ϕ ϕ  

1 0 1( ) cos( )F ′′ ϕ = ϕ ϕ  — соответственно функция 
положения (передаточное отношение), ее первая 
(передаточная функция) и вторая производные; 
Мд и Мс — приведенные моменты двигателя и со-
противления; С — приведенные коэффициенты 
угловой жесткости; J1–J3 — приведенные мо-
менты инерции масс.

На этапе холостого хода система распадает-
ся на две независимые подсистемы, динамиче-
ские модели которых изображены на рис. 2, б, в.

Рис. 3. Графики изменения приведенных угловых скоростей звеньев передачи 
ω21, ω22, ω3, рад/сек, за время разгона t, с: а — за весь период рекуперативного 

разгона веломобиля; б — в начальный период; в — в конечный период
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Рис. 4. Графики изменения момента, Н·м, на входном M1 и выходном М2 валах передачи 
за время t, с: а — за весь период рекуперативного разгона веломобиля; 

б — в начальный период разгона; в — в конечный период разгона
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Уравнения, описывающие поведение веду-
щей подсистемы в период холостого хода от-
носительно производных второго порядка, име-
ют вид
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а уравнения, описывающие поведение ведомой 
подсистемы, — вид
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Здесь J21, J22 — моменты инерции массы 2, при-
веденные соответственно к ведущему и ведомо-
му звеньям МСХ; ϕ21 и ϕ22 — координаты масс 
с моментами инерции J21 и J22.

Для решения полученных нелинейных диф-
ференциальных уравнений, описывающих ра-
боту бесступенчатой передачи как механической 
системы с переменной структурой, воспользу-
емся одним из численных методов. При этом 
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значения инерционно-упругих коэффициентов 
для схемы на рис. 4 примем на основе приведе-
ния инерционно-упругих звеньев веломобиля 
[4] без учета потерь на трение в цепном приводе 
и в МСХ.

Условия движения веломобиля: разгон с нуле-
вой начальной скорости (приведенная к выходно-
му валу угловая скорость веломобиля впрω  = 0);
f = 0,012 — коэффициент сопротивления дви-
жению; приведенный движущий момент Мд = 0 
(разгон маховиком); приведенный к выходно-
му валу момент сопротивления при рекупера-
тивном разгоне с прМ  = 16,37 Нм; момент инер-
ции маховика, приведенный к входному валу 
бесступенчатой передачи, прMJ  = 0,646 кг·м2; 
максимальная приведенная к входному валу угло-
вая скорость вращения маховика пр maxMω  = 
= 111,7 рад/c; момент инерции веломобиля, при-
веденный к выходному валу бесступенчатой 
передачи, в прJ  = 74,3 кг·м2.

На рис. 3 представлены фрагменты рабочих 
процессов в механической бесступенчатой пере-
даче веломобиля, рассчитанные на основе чис-
ленного метода решения системы уравнений 
(14)–(16). Графики построены для приведенных 
угловых скоростей инерционных масс J21, J22, 
J3 на этапах рабочего и холостого ходов МСХ за 
весь период рекуперативного разгона веломо-
биля (а), в начальный (б) и конечный (в) пери-
оды разгона.

Из графиков следует, что в начале разгона 
имеет место максимальная амплитуда приведен-
ной угловой скорости маховика ω21 (55 рад/сек) 
и минимальная фаза холостого хода, порядка 
0,005 сек. В конце разгона амплитуда приве-
денной угловой скорости маховика снижается 
до 25 рад/сек, а фаза холостого хода увеличи-

вается до 0,05 сек. Этому соответствует увели-
чение линейной скорости веломобиля с нуля до 
17 км/ч и снижение частоты вращения махови-
ка с 2030 до 500 об/мин [5].

Характер изменения крутящего момента на 
входе и выходе бесступенчатой передачи пред-
ставлен на рис. 4.

Анализ графиков показывает, что с увеличе-
нием скорости от 0 до 17 км/ч происходит авто-
матическое уменьшение максимального крутя-
щего момента на выходном валу с 345 до 90 Н·м. 
Коэффициент трансформации момента в пере-
даче изменяется с ростом скорости выходного 
вала практически c 30 (трогание с места) до 
3,6 при максимальной скорости. Период цикла 
рабочего процесса передачи при этом увеличи-
вается с 0,057 до 0,2 с.

Максимальные значения линейного ускоре-
ния при разгоне возникают в начальный период 
и не превышают 2 м/с2, снижаясь до 0,3 м/с2 

в конце разгона.
Динамические процессы в бесступенчатой 

передаче при рекуперативном торможении 
в силу симметричности контуров аналогичны 
процессу рекуперативного разгона; соответ-
ственно, и рабочие процессы подобны, изобра-
женным на рис. 3 и 4.

Полученные результаты теоретического ис-
следования динамики рабочих процессов в ре-
куперативной механической бесступенчатой 
передаче позволяют сделать вывод об эффек-
тивности разработанной математической мо-
дели и методов ее исследования. Выполненные 
расчеты подтверждают эффективность данного 
направления технического развития в области 
механических бесступенчатых трансмиссий 
транспортных средств с рекуперацией энергии 
торможения [6–9].
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