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OPTIMUM PARAMETRICAL SYNTHESIS
OF CONDITIONS OF DIVIDING OPERATIONS 

OF COLD FORMING PROCESSES

Рассмотрен подход к решению задачи оптимального параметрического синтеза процессов хо-
лодной штамповки для разделительных операций, которая сначала сведена к задаче многокри-
териальной оптимизации, решаемой традиционными методами. Введено понятие траектории 
вырубки, изучено влияние параметров вырубки на траекторию.

ОПТИМАЛЬНЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ. РАЗДЕЛИТЕЛЬНЫЕ ОПЕРАЦИИ. МОДЕЛИРОВАНИЕ. 
ВЫРУБКА. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ.

The modern approach to the decision of problems of optimum parametrical synthesis of processes of 
cold forming for dividing operations is considered. The problem of optimum parametrical synthesis at 
first is transformed to a multiple criteria optimization problem which is solved by traditional methods. 
The term of a trajectory of cutting down is defined, influence of parametres of cutting down on it is 
analysed.

OPTIMUM PARAMETRICAL SYNTHESIS. DIVIDING OPERATIONS. MODELLING. DIVIDING. MULTI-
OBJECTIVE OPTIMIZATION.

Решение современных задач технологиче-
ской подготовки производства требует при-
менения для анализа математических методов 
и программ. Методологическую основу техно-
логической подготовки производства состав-
ляют понятия «системность» и «оптималь-
ность». В предлагаемой статье рассмотрены 
задачи оптимального параметрического син-
теза режимов разделительных операций холод-
ной штамповки.

Задача параметрического синтеза состоит 
в определении значений параметров, наилучших 
в плане удовлетворения требованиям техниче-
ского задания [1]. Цель данной статьи — пред-
ложить процедуру решения такой задачи при-
менительно к разделительным операциям.

Для разработки методики оптимального па-
раметрического синтеза режимов разделитель-
ных операций необходимо определить критерии 
оптимальности и вектор оптимизируемых пара-
метров с учетом имеющихся ограничений.

Сформулируем критерии имея в виду следу-
ющие цели:

получение детали заданного качества (пре-
жде всего качество поверхности среза и откло-
нения от плоскостности заготовки);

обеспечение требуемой стойкости инстру-
мента (зависит от экономических показателей 
и объема партии изделий);

обеспечение надежности технологического 
процесса.

В качестве ограничений и условий надежно-
сти разделительных операций примем соответ-
ственно возможность разрушения инструмента 
и требования технической совместимости гео-
метрических параметров (например, по зазору).

Вектор независимых варьируемых перемен-
ных имеет вид

 { } { }1 2 3 4 5, , , ,X X X X X X= ,

где 1X  — начальный зазор между пуансоном 
и матрицей; 2X  — начальный радиус скругления 
режущих кромок пуансона; 3X  — механические 
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свойства заготовки; 4X  — сдвиг центра пуансо-
на; 5X  — угол наклона пуансона.

В силу самой своей сути разделительные опе-
рации приводят к исчерпанию запаса пластич-
ности по линии (поверхности) разделения дета-
ли и отхода. Из непрерывности степени 
деформации ie  следует, что в областях детали 
и отхода, прилегающих к поверхности разделе-
ния, запас пластичности должен быть в значи-
тельной мере исчерпан.

Учитывая желательность дальнейшего фор-
моизменения полученной детали без промежу-
точной термообработки, восстанавливающей 
запас пластичности, будем оценивать качество 
поверхности среза по величине областей, в ко-
торых запас пластичности близок к исчерпанию, 
а отклонения от плоскостности — непосред-
ственно.

Соответственно под заданием качества де-
талей будем понимать задание величин maxω , 

maxSω , maxP . Здесь maxω  — коэффициент ис-

пользования ресурса пластичности; maxSω  — 
максимально допустимый размер области дета-
ли (прилегающей к поверхности разделения), 
в которой коэффициент ω  использования ре-
сурса пластичности может превосходить вели-
чину maxω ; maxP  — максимально допустимое 
отклонение от плоскостности.

В процессе изготовления партии деталей 
(N штук ), во-первых, заданное качество должно 
быть у всех деталей (то есть отклонение от пло-
скостности i-й детали должно удовлетворять 
условию maxiP P< , а размер iS  той области де-
тали, в которой выполняется неравенство 

maxω > ω , в свою очередь, — удовлетворять не-
равенству maxiS Sω< ; во-вторых, по экономиче-
ским соображениям идеальным было бы изго-
товление партии минимальным количеством 
комплектов инструментов (если N не слишком 
велико, то одним комплектом). Для этого нужно 
обеспечить соответствующий контролируемый 
износ инструмента, другими словами, требуе-
мую стойкость. Отсюда следует, что с экономи-
ческой точки зрения оптимально, чтобы каче-
ство последних изготовленных деталей было 
близко к пороговому (заданному).

Однако в силу случайных факторов (напри-
мер, погрешности установки пуансона), оказы-
вающих существенное влияние как на качество 

изделий, так и на износ инструмента, невоз-
можно получить точный прогноз этих характе-
ристик, а следовательно, и его ресурса работы.

Под надежностью технологического процес-
са будем понимать обеспечение устойчивого из-
готовления партии деталей заданного качества 
и объема, несмотря на влияние случайных фак-
торов.

Отклонения установки пуансона [2] приво-
дят к неравномерности зазора по периметру от-
верстия. Обозначим как 1 4 5( , , )Z Z X X X=  ми-
нимум этого неравномерного зазора и назовем 
величину Z реальным минимальным зазором. 
Реальный минимальный зазор Z должен быть 
положителен: 1 4 5( , , ) 0Z X X X > . Обеспечение по-
ложительности Z накладывает ограничения на 
возможные значения величин 1X , 4X , 5X . Во-
первых, начальный зазор 1X  должен быть по-
ложителен, иначе любые отклонения установки 
приведут к отрицательности величины Z; а во-
вторых, чем меньше величина 1X , тем более 
строгие ограничения необходимо наложить на 

4X , 5X  с целью обеспечения положительности 
реального минимального зазора. Поскольку эко-
номически это означает возрастание стоимости 
установки инструмента, то 1X  должен быть не 
слишком малым.

Задание величин maxω  maxSω , maxP  и меха-

нических свойств 3X  заготовки оставляет воз-
можность распорядиться начальным зазором 

1X , требованиями к начальной остроте режу-
щих кромок инструмента (прежде всего пуан-
сона), т. е. начальным радиусом скругления 
режущих кромок пуансона 2X , а также требо-
ваниями к начальной точности установки пу-
ансона, иными словами, — возможными зна-
чениями величин 4X , 5X . Причем реально 
можно лишь задать область их возможных зна-
чений в зависимости от зазора 1X  и рассматри-
вать их значения как случайные в заданных 
диапазонах вида [0; ]C , где C определяется ис-
пользуемыми инструментами контроля уста-
новки, а необходимость использования того 
или иного инструмента зависит от 1X . Таким 
образом, реально управляемыми независимыми 
переменными являются лишь 1X  и 2X .

После их задания начинается процесс вы-
рубки деталей, в результате которого происходит 
интенсивный износ рабочих поверхностей пуан-



Научно-технические ведомости Cанкт-Петербургского государственного политехнического университета. 3(178)’ 2013

262

сона. Причем износ режущих кромок приводит 
к увеличению текущей величины радиуса скру-
гления, а износ боковой поверхности пуансона — 
к увеличению текущей величины зазора. Это 
увеличение радиуса скругления и зазора в свою 
очередь приводит к изменению характера износа.

Будем считать, что сдвиг центра и угол накло-
на пуансона в процессе вырубки не изменяются.

Изменение (увеличение) величин радиуса 
скругления и зазора приводит к изменению (на-
чиная с некоторого момента — ухудшению) ка-
чества деталей.

Опишем область D допустимых значений 
переменных:

для всех 1, ,i N∈ …  должны выполняться не-
равенства maxiS Sω<  и maxiP P< ;

реальный минимальный зазор должен быть 
положителен, т. е. 1 4 5( , , ) 0Z X X X > .

В качестве скалярных критериев оптималь-
ности, обеспечивающих заданное качество де-
талей и надежность технологического процесса, 
примем такие: для всех 1, ,i N∈ …  потребуем, 
чтобы

 1 max( ) min;i iW X S Sω= − →

 2 max( ) mini iW X P P= − → .

Это обеспечивает максимальный запас ка-
чества, а наличие запаса дает защиту от случай-
ных факторов, определяя тем самым надеж-
ность.

В качестве критериев оптимальности в пла-
не требуемой стойкости инструмента и качества 
деталей возьмем

 3 ( ) max min min;S i iW X S S= − →

 3 ( ) max min minP i iW X P P= − → .

Эти критерии обеспечивают однородность 
деталей партии (то есть минимальное отличие 
одной детали от другой), а также (поскольку из-
нос инструмента приводит к изменению каче-
ства деталей) и минимальный износ, т. е. требу-
емую стойкость инструмента.

Приходим к следующей модели принятия 
решения:

 ( ) min;W X →

 1 2 3 4 5( , , , , ) ,X X X X X X D= ∈

где 

max

max

0;

0 1, 2, , ;

( ) 0

для
i

i

P P

D X S S i N

Z X

ω

 − ≥
  

= − ≥ = 
 

≥  

… ;

( 11 1 21( ) ( ), , ( ), ( ), ,NW X W X W X W X= … …  2 ( ),iW X W 

)3 3( ), ( )S PW X W X — векторный критерий опти-
мальности.

Вообще говоря, оптимальное решение *X  
векторной оптимизации не является оптималь-
ным для частных критериев.

Сведéние многокритериальной задачи к од-
нокритериальной может быть проведено различ-
ными путями. Из-за наличия ограничений на 
величины ,iP  iS  целесообразно сначала умень-
шить размерность многокритериальной задачи, 

заменив критерии 11 1( ), , ( )NW X W X…  одним ми-

нимаксным критерием 1min( ( )) maxiW X− → , или 

1 1( ) max( ( )) miniW X W X= → , а критерии 21( ),W X

2, ( )NW X… — одним минимаксным критерием:

 2min( ( )) maxiW X− → , 

 или 2 2( ) max( ( )) miniW X W X= → . 
Такая замена отвечает задаче обеспечения 

требуемого качества деталей и надежности тех-
нологического процесса, так как приводит к соз-
данию запаса качества деталей.

Теперь имеем следующую модель принятия 
решения:

 ( ) min;W X →

 1 2 3 4 5( , , , , ) ,X X X X X X D= ∈

где 

max

max

0;

0, 1, 2, , ;

( ) 0

для
i

i

P P

D X S S i N

Z X

ω

 − ≥
  

= − ≥ = 
 

≥  

… ;

( )1 2 3 3( ) ( ), ( ), ( ), ( )S PW X W X W X W X W X=  — век-
торный критерий оптимальности.

Дальнейшее сведение задачи к однокрите-
риальной разумно провести методом линейной 
свертки [3], так как он позволяет, определив ко-
эффициенты 1α , 2α , 3Sα , 3Pα  методом экс-
пертной оценки, учесть относительную значи-
мость критериев, наиболее полно отражающую 
цели проектирования:

 1 1 2 2( ) ( ) ( )W X W X W X= α + α +

 3 3 3 3( ) ( ) min.S S P PW X W X+ α + α →
В процессе вырубки происходит, как уже го-

ворилось, увеличение зазора и радиуса скругле-
ния кромок пуансона. Обозначим через 1iX  
величину зазора после вырубки i-й детали (тог-
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да 10 1X X=  — начальный зазор), а через 2iX — 
величину радиуса скругления кромок пуансона 
после вырубки i-й детали (тогда 20 2X X=  — на-
чальный радиус скругления). Увеличение этих 
величин при изготовлении i-й детали прямо про-
порционально работе, произведенной рабочей 
поверхностью пуансона, причем работа rad iA  
режущих кромок приводит к увеличению ради-
уса, а работа zaz iA  боковой поверхности — к уве-

личению зазора (работа tor iA  торцевой поверх-
ности — к появлению некоторой конусности 
торца). Тогда получаем:

 1( 1) 1 zaz 1 2( , ),i i i i iX X kA X X+ = +

 2( 1) 2 rad 1 2( , ).i i i i iX X kA X X+ = +  (1)

где k — коэффициент пропорциональности.
Заметим, что если рассматривать зазор и ра-

диус не как последовательности, а как непрерыв-
ные функции от времени, то из (1) (аналогично 
(1)) можно построить систему дифференциаль-
ных уравнений для радиуса и зазора:

 1
zaz 1 2

( )
( ( ), ( )),i

dX t
A X t X t

dt
=

 2
rad 1 2

( )
( ( ), ( )).i

dX t
A X t X t

dt
=  (2)

Коэффициент k приобретает тогда смысл 
шага по времени.

Здесь (в (1) и (2)) функции rad iA , zaz iA  неиз-
вестны, но их можно аппроксимировать.

Рассмотрим область возможных значений 
зазора и радиуса скругления в процессе вырубки. 
Для конкретной вырубки ее траектория, пони-
маемая как последовательность точек ( )1 2,i iX X , 
начинается в точке ( )1 2,X X  и продолжается 
в соответствии с формулами (1). Если считать 
зависимости Pi, ,iS  rad ,iA  zaz iA  от 1 2,X X  уста-

новленными, то в плоскости ( )1 2,X X  можно 
построить область D допустимых значений пере-
менных и траекторию вырубки. В том случае, 
если вся траектория расположена внутри обла-
сти D, все изготовленные детали будут годными. 
Причем, если подставить все точки траекторий 
в указанные зависимости, то можно вычислить 
максимальные и минимальные значения вели-
чин Pi, Si и соответственно значения функций 

1( ),W X  2( ),W X  3 ( ),SW X  3 ( )PW X .

На рис. 1 приведены зависимости Pi, Si, 

rad ,iA  zaz iA  от 1 5,X X , рассчитанные методом 
конечных элементов [2].

С целью упрощения построения области D 
постараемся подобрать аппроксимации для ве-
личин Pi и Si попроще. Из анализа характера 
зависимости величины Pi от зазора и радиуса 
скругления можно сделать вывод о том, что от-
клонение от плоскостности уменьшается при 
сохранении зазора и увеличении радиуса скру-
гления кромок пуансона и увеличивается при 
увеличении зазора. Поэтому аппроксимируем Pi 
выражением (коэффициенты подобраны мето-
дом наименьших квадратов)

 ( )( )1 21,516 0,909 2,828 7,560iP X X= + − . (3)

Величину Si  аппроксимируем линейной зави-
симостью

 1 23,29 5,09 2,63 .iS X X= + +  (4)

Здесь 1 2,X X  измеряются в миллиметрах, Pi, Si — 
в процентах, размерность коэффициентов — со-
ответствующая.

Для построения области D полагаем 

max,iS Sω=  maxiP P=  в формулах (3) и (4), а затем 
выражаем переменную X2. Область D допустимых 
значений переменных при таких аппроксимаци-
ях зависимостей (принято maxω  = 0,3; maxSω  = 

= 4,5 %, maxP  = 3,4 %) имеет вид, представлен-
ный на рис. 2.

Здесь темно-серым цветом выделена допу-
стимая область (при дополнительном предпо-
ложении, что зазор, меньший 1 %, неприемлем 
из-за высокой стоимости установки инструмен-
та без искажений); серым показана дополни-
тельная область возможных значений, получае-
мая при отказе от недопустимости малых зазоров.

Из рис 1, а, б видно, что линейная аппрок-
симация для rad ,

i
A  zaz i

A  неудовлетворительна, 
так как не отражает впадину около зазора 
0,12 мм, т. е. 6 %. В связи со сложным характером 
зависимости величин rad ,

i
A  zaz i

A  от радиуса 
скругления и зазора аппроксимируем их кусоч-
но-линейными функциями переменных от 
( )1 2,X X  следующим образом. Разобьем так или 
иначе прямоугольник [0; 0,2]×[0,05; 0,25] рас-
сматриваемых возможных значений переменных 
( )1 2,X X  на треугольники, используя в качестве 
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Рис. 1. Рассчитанные методом КЭ зависимости величин rad iA  (а),

 zaz iA  (б), Pi (в), Si (г) от X1, X2 (здесь maxω  = 30 %)

Рис. 2. Область допустимых значений 
переменных X1, X2

а)
X2 X2

X2 X2

X1 X1

X1X1

б)

в) г)

X2

X1
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вершин треугольников только те точки, в ко-
торых произведены расчеты величин rad ,iA  

zaz iA . Затем примем, что аппроксимирующие 
значения в произвольной точке прямоуголь-
ника равны значениям на плоскости, постро-
енной над тем треугольником, куда попала 
данная точка.

Далее, поскольку при вырубке происходит 
увеличение и радиуса скругления, и зазора, по-
иск минимума целесообразно проводить следу-
ющим образом. Задав начальные значения за-
зора и радиуса так, чтобы начальная точка 
( )10 50,X X  располагалась на «кривой начальных 
значений» — нижней стороне области D, рас-
считаем траекторию вырубки по (1) с учетом 
принятых аппроксимаций rad ,iA  zaz iA . Затем 
проверим, чтобы вся траектория целиком рас-
полагалась в области D. Для полученной траек-
тории вырубки вычисляем значения скалярных 

критериев 1( ),W X  2( ),W X  3 ( ),SW X  3 ( )PW X  

и критерия ( )W X .
Выбирая начальные точки с достаточно 

малым шагом и сравнивая для полученных 

траекторий значения критерия ( )W X , нахо-
дим оптимальные значения начального зазора 
и радиуса скругления.

Будем считать, что объем вырубки N соот-
ветствует 200 шагам по формулам (1). Подчерк-
нем, что это соответствие — условное и не 
означает, что N = 200. Коэффициент пропор-
циональности в (1) полагаем k = 2·10–8. Точки 

на кривой начальных значений берем с шагом 
0,0024. Типичные траектории вырубки приве-
дены на рис. 3.

Из рис. 3 видно следующее: 1) длина траек-
торий для разных начальных точек различна; 
2) траектории при малых зазорах (на рисунке 
они расположены левее) выпуклы вверх, при-
чем с увеличением зазора на траекториях по-
является точка перегиба; 3) при малых началь-
ных зазорах сначала быстрее происходит износ 
режущих кромок, чем боковой поверхности, 
затем скорости износа слегка приближаются 
друг к другу.

На рис. 4 приведены значения критериев для 
различных начальных зазоров.

Так как начальные точки траекторий были 
выбраны на кривой начальных значений, во всех 

Рис. 3. Траектории вырубки

X2

X1

Рис. 4. Значения критериев для различных начальных зазоров Х1 (отложены по оси ОХ):
а — min ( )

i i
P  (1); 2 maxmax ( ) ( )

i i
P W X P= +  (2); min ( )

i i
S  (3); 1 ,maxmax ( ) ( )

i i
S W X Sω= +  (4);  maxSω

 = 4,5 % (5); 

б — 3 ( )
S

W X  (1); 3 ( )
P

W X  (2)

X1 X1

1

2

1

2

3

45

Значения 
критериев

Значения 
критериев

а) б)
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точках которой по ее построению Pi = 3,4 %, то, 
во-первых, для всех траекторий maxPi = 3,4 % и 

2( ) 0%W X = , а во-вторых, для всех траекторий 

в векторе X  величина Х2 связана с Х1 соотноше-
нием (3) при maxi

P P= . Заметим также, что тот 
участок кривой 4 на рис. 4, а, который располо-
жен над прямой 5, соответствует неприемлемым 
начальным значениям — при них траектория не 
полностью попадает в область D, т. е. некоторое 
количество последних деталей будут бракован-
ными.

Минимум критериев 3 ( ),
S

W X  3 ( )
P

W X  до-
стигается при начальном зазоре 0,0984 мм (тог-
да начальный радиус скругления 0,09398 мм).

Таким образом, принимая 1 2 0,α = α =  

3 4 1/ 2α = α = , получаем min( ) 0,698W X =  при на-
чальном зазоре примерно 5 % с каждой стороны.

Окончательный вариант технологического 
процесса должен выбираться с привлечением до-
полнительных экономических критериев, напри-
мер приведенной суммы затрат на изготовление.

В результате проведенных исследований 
корректно поставлена и разработана процедура 
решения задачи оптимального параметрическо-
го синтеза.

На плоскости «зазор — радиус скругления пу-
ансона» определено понятие траектории вырубки.

Изучено влияние начальных значений за-
зора и радиуса скругления пуансона на траекто-
рию вырубки.

Вычислены оптимальные начальный зазор 
и радиус скругления, обеспечивающие изготов-
ление вырубкой однородной партии деталей 
с заданными характеристиками.
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