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INVESTIGATION OF HYDRODYNAMIC CHARACTERISTICS 
OF LAMINAR FLOW FLUID WITH TRANSVERSE VISCOSITY 

IN THE CONVERGENT CHANNEL

Исследуется гидродинамика при ламинарном течении водного раствора гидроксиэтилц  еллю-
лозы, которая представляет собой нелинейно-вязкую жидкость с поперечной вязкостью, в кон-
вергентном канале. В качестве реологической модели используется нелинейная модель, опре-
деляющая жидкость Рейнера — Ривлина.

ГИДРОДИНАМИКА. ГИДРОКСИЭТИЛЦЕЛЛЮЛОЗА. НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКАЯ ЖИДКОСТЬ. ПОПЕРЕЧНАЯ 
ВЯЗКОСТЬ. КОНВЕРГЕНТНЫЙ КАНАЛ. ЖИДКОСТЬ РЕЙНЕРА-РИВЛИНА.

We study the hydrodynamics in the laminar flow of an aqueous solution of hydroxyethyl cellulose, is a 
non-linear viscous fluid with a viscosity shear, in a convergent channel. A nonlinear rheological model 
defining the Reiner — Rivlin fluid is used.

HYDRODYNAMICS. HYDROXYETHYL CELLULOSE. NONLINEAR VISCOUS FLUID. TRANSVERSE VISCOSITY. 
CONVERGENT CHANNEL. REINER — RIVLIN FLUID.

Широкое применение реологически слож-
ных сред в химической, нефтехимической и пи-
щевой промышленности обусловливает возрас-
тающий интерес к изучению гидродинамики 
потока в сложных каналах. К числу жидкостей 
Рейнера — Ривлина относятся коллоидные рас-
творы, высокополимерные соединения, неко-
торые геоматериалы.

Как известно, наличие конвергентных и ди-
вергентных частей канала позволяет значительно 
интенсифицировать процессы теплообмена. На-
ряду с другими причинами интенсификации, 
большое значение имеет изменение конфигурации 
профиля составляющих вектора скорости в соот-
ветствии с наличием нелинейно-вязких эффектов 
поведения жидкостей Рейнера — Ривлина. Имен-
но наличие поперечной вязкости определяет осо-
бенности течения в каналах со сложной геометри-
ей. И это диктует необходимость исследования 
течений такого рода жидкостей.

Известно множество работ, посвященных 
течению сред в каналах со сложной геометрией. 

В работе [1] численно было исследовано полно-
стью развитое течение внутри двумерного пе-
риодически сужающегося-расширяющегося 
волнистого канала с пульсирующим потоком нью-
тоновской жидкости. Решение задачи теплообме-
на при течении вязкой несжимаемой жидкости 
между двумя непараллельными пластинами ра-
ссмотрено в [2]. Профиль скорости определяется 
с помощью эллиптических функций Якоби, а рас-
чет температурных полей осуществляется числен-
но. Аналитическое решение задачи Джеффри — 
Хамеля для случая скольжения на границах 
канала представлено в [3]. Проведено сравнение 
со случаем прилипания на границах.

Поведение жидкости с поперечной вязко-
стью при течении в каналах, имеющих сложную 
геометрию, имеет особенности, отличающие его 
от поведения ньютоновских сред. Однако в ли-
тературе практически нет работ, описывающих 
эти особенности. Поэтому в данной статье чис-
ленно решается задача течения жидкости с по-
перечной вязкостью в конвергентном канале.
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Постановка задачи

При построении математической модели 
были приняты следующие допущения:

течение среды — установившееся, ламинар-
ное, со сформировавшимся профилем вектора 
скорости на входе в канал;

реологические свойства среды характеризу-
ются наличием нелинейно-вязких эффектов;

плотность среды в ходе процесса меняется 
незначительно;

силы тяжести пренебрежимо малы.
Геометрическая область течения представ-

ляет собой конвергентный канал, образованный 
наклонными пластинами, расстояние между 
которыми много меньше ширины канала. Тогда 
можно предположить, что распределение основ-
ных гидродинамических характеристик в любом 
продольном сечении не меняется. Все вышеска-
занное позволяет свести задачу к двумерной по-
становке. Введем декартову систему координат, 
ось 0X которой направлена по оси симметрии 
канала в направлении течения жидкости. Про-
дольное сечение такой геометрической области, 
представлено на рис. 1.

Для описания реологических свойств жид-
кости будем использовать нелинейную модель 
Рейнера — Ривлина [4, 5]:

 ( ) ( ) 2
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 2=B D ;  (2)

 ( )( )1
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T= +D v v ,

  ( ) ( )2 2
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где p — давление; I — единичный тензор; D — 
тензор скоростей деформаций; v  — вектор ско-
рости; ( )1 2Iϕ , ( )2 2Iϕ  — материальные функ-

ции; 2I  — второй инвариант тензора скоростей 
деформаций; индекс «T» — символ транспони-
рования; «tr» — операции взятия следа тензора.

Математическая модель рассматриваемой 
задачи получена на основе уравнений механики 
сплошных сред и имеет вид
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где ρ  — плотность жидкости; ( )( )2
2div

x
ϕ ΒΒ  

и ( )( )2
2div

y
ϕ ΒΒ  — декартовы компоненты векто-

ра ( )2
2div ϕ ΒΒ ; xv  и yv  — компоненты вектора 

скорости.
Эллиптический характер используемых 

уравнений математической модели диктует не-
обходимость постановки граничных условий на 
входе и выходе из канала. Рассмотрим вместо 
действительной геометрической области опре-
деления переменных задачи (ABCD на рис. 1) 

Рис. 1. Геометрическая область исследуемого конвергентного канала: 
H — наибольшая высота канала; L — длина боковой поверхности канала; α — угол наклона 

пластин, образующих канал; x1 — длина конвергентной части канала
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видоизмененную теоретическую область, полу-
ченную из данной увеличением длины канала 
(плоские границы) до входа (AK и DL на рис. 1) 
и после выхода (BE и CF на рис. 1). Причем BE 

и CF имеют длину, при которой происходит ста-
билизация скоростных полей. На входе в канал 
(LK) задается распределение скорости, являю-
щееся решением стационарной задачи течения 
в канале, образованном двумя плоскостями, рас-
стояние между которыми равно Н (H — наи-
большая высота канала). На стенках принима-
ются гидродинамические граничные условия 
прилипания — 0v = . На продолженных грани-
цах принимаются гидродинамические гранич-
ные условия прилипания — 0v = . В качестве 
граничных условий на выходе (EF) принимают-
ся граничные условия стабилизации искомых 
полей по длине: 0,xv x∂ ∂ =  0yv = .

Метод решения

Для решения поставленной задачи исполь-
зовался метод конечных элементов, реализован-
ный в коммерческом пакете Femlab. Разрабо-
танная модель была описана с помощью опций 
Femlab и введения дополнительных членов, 
связанных с наличием поперечной вязкости, что 
привело к созданию новой пользовательской 
модели в рамках программы Femlab. Для реше-
ния задач гидродинамики при течении жидкости 
с поперечной вязкостью использовались нели-
нейные элементы. Метод решения применяемой 
программы основан на использовании инте-
гральных соотношений метода Бубнова — Га-
лёркина.

Тестирование метода решения проводилось 
путем сравнения результатов решения задачи 
течения гидроксиэтилцеллюлозы в цилиндриче-
ском канале квадратного поперечного сечения, 
полученного в [6] В.Г. Литвиновым и в данной 
работе (рис. 2). Разница между распределением 
продольной составляющей вектора скорости v

z
 

на половине диагонали квадрата, которое полу-
чено В.Г. Литвиновым (кривая 1), и распределе-
нием, которое получено методом, использован-
ным в данной работе (кривая 2), составляет не 
более 4 %.

Также было проведено сравнение результа-
тов решения задачи течения ньютоновской жид-
кости в конвергентном каналеиз работы [7] с ре-
шением, которое получено с использованием 

программного пакета Femlab (рис. 3, б). Рассма-
тривалось течение воды в конвергентном кана-
ле ( α  = 0,01). Схема течения и расположение 
осей цилиндрической системы координат за-
дачи, рассмотренной в [7], изображены на рис. 3. 
Кривая 1 на рис. 3, б — из работы [7], кривая 
2 — решение, полученное с помощью программ-
ного пакета Femlab.

Результаты

Для численных расчетов был выбран водный 
раствор гидросиэтилцеллюлозы, эффективная 
и поперечная вязкость которой определяются 
следующим образом [6]:
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I I
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Конвергентный канал можно однозначно 
определить, задав угол α  наклона плоскостей, 
образующих канал, длину плоскостей L и рас-
стояние Н между плоскостями на входе в канал 
(рис. 1). Как следует из уравнений вязкости (7), 
(8), гидродинамическая картина течения жид-
кости с поперечной вязкостью в конвергентном 
канале зависит от изменения вектора скорости. 

Рис. 2. Распределения v
z
: 1 — получено 

В.Г. Литвиновым, 2 — получено авторами 
данной работы
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Распределение составляющих вектора скорости 
представлено на рис. 4. Расчет был проведен для 
канала со следующими геометрическими харак-
теристиками: α =0,2; H L =0,8. Режим течения 

определялся расходом, равным 0,029 2м с , что 
соответствовало значению числа Re=57 на вхо-
де в канал, т. е. в самой широкой части канала.

Из рис. 4 видно, что наибольшие абсолютные 
величины максимумов поперечной и продоль-
ной составляющих вектора скорости — в узкой 
части канала.

Изменение второго инварианта тензора ско-
ростей деформации, от которого явно зависят 
эффективная и поперечная вязкости, представ-

лено на рис. 5, a. Распределения 2I  показывают, 
что изменение 2I  в узкой части канала (кривая 
1) характеризуется наибольшим значением 2I  
на границе, а дальше монотонно убывает до нуля 
на оси симметрии канала.

Распределение функции 2ϕ  в поперечном 
сечении канала представлено на рис. 5, б. Из 
рисунка видно, что абсолютное значение по-
перечной вязкости изменяется от своего наи-
большего значения в центре канала до наимень-
шего на границе, при этом в узкой части 
наименьшее значение 2ϕ  меньше, чем в более 
широкой части, что обусловлено более высоким 
значением 2I  (кривая 1).

Рис. 3. Схема течения, принятая в [7], (а) и распределения maxr rv v  (б): 

rv  — радиальная составляющая вектора скорости; maxrv  — ее максимальное значение

0,2

0,2

0,4 0,6 0,8 ϕ/α0

0,4

0,6

0,8

vr/vr max

1 2

0

0
+α
–α

r1

r0

z

а) б)

Рис. 4. Распределение составляющих 
xv (a) и 

yv (б) вектора скорости в поперечном сечении канала:

 a) 1 — 1x x= ; 2 — 12 3x x= ; 3 — 1 3x x= ; 4 — 0x = ; 
б) 1 — 15 6x x= ; 2 — 12 3x x= ; 3 — 1 2x x= ; 4 — 1 3x x= ; 5 — 1 6x x=
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На рис. 6, a представлено распределение по-
перечной составляющей скорости в поперечном 
сечении канала при 12 3x x=  в зависимости от 
числа Re. Как видно, с увеличением числа Re 
происходит рост поперечной составляющей ско-
рости. Расчеты проведены для канала со следу-
ющими геометрическими характеристиками:
α =0,2; L=0,5; H L =0,8.

Режим течения, на который существенное 
влияние оказывает расход, определяет в конеч-
ном итоге изменение поперечной вязкости, что 
представлено на рис. 6, б. При увеличении чис-
ла Рейнольдса происходит уменьшение абсо-

лютного значения поперечной вязкости, что 
также обусловлено увеличением величины 2I  
вблизи границы канала c увеличением Re и псев-
допластичными свойствами рассматриваемой 
жидкости.

Представленные результаты численных ра-
счетов позволяют описать особенности тече-
ния, возникающие из-за наличия поперечной 
вязкости и различных размеров конвергентно-
го канала.

Характер течения жидкости с поперечной 
вязкостью существенно зависит от геометриче-

Рис. 5. Распределение второго инварианта 2I тензора скоростей деформации (a) и поперечной 
вязкости 2ϕ  (б) в поперечном сечении канала: 1 — 1x x= ; 2 — 12 3x x= ; 3 — 1 3x x= ; 4 — 0x =
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Рис. 6. Распределение поперечной составляющей вектора скорости (a) и поперечной вязкости (б) 
при 12 3x x=  в зависимости от числа Re: 1 — Re =1 5; 2 — Re = 38; 3 — Re = 57
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ских параметров конвергентного канала, а также 
гидродинамического режима, определяемого 
числом Re. При увеличении числа Рейнольдса 
происходит рост поперечной составляющей век-
тора скорости. С увеличением угла наклона рас-
тет абсолютное значение составляющих вектора 

скорости. Абсолютное значение поперечной 
вязкости уменьшается с уменьшением отноше-
ния H L .

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ и Академии наук РФ (грант № 12–08–97034-
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