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STATISTICAL MODELING OF MAIN PARAMETERS  

OF THE PROCESSES OF ROLLING THE INNER TEETH

Получение внутренних зубчатых профилей методами объемного формообразования, в частности 
накатывания зубьев, значительно повышает эффективность изготовления за счет увеличения 
производительности процесса, экономии металла и улучшения качества изделия. Процессы 
накатывания внутренних зубьев способствуют внедрению перспективных видов изделий: 
волновых передач и подшипников Новикова. При решении инженерных задач в ряде случаев 
компьютерные модели и аналитические математические методы наталкиваются на значительные 
трудности, не позволяющие построить адекватную модель процесса, поскольку не представляется 
возможным учесть все особенности технологических процессов и оборудования, квалификацию 
рабочего и др. Статистические модели расширяют возможности математических и компьютерных 
моделей, необходимые в инженерной практике. Статистические модели наряду с математическими 
и компьютерными моделями, входят в состав имитационных моделей, которые лежат в основе 
задач оптимизации технологических процессов. Исследование основных параметров процессов 
в накатывания зубьев выполнялось на экспериментальных стендах, выполненных на базе 
токарных станков типа 1К62.

СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ; НАКАТЫВАНИЕ ЗУБЬЕВ; ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ; СВОЙСТВА 
МЕТАЛЛА ЗАГОТОВКИ; ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА.

Obtaining internal tooth profiles and, in particular, rolling teeth by methods of volume forming greatly 
improves the production efficiency by increasing the productivity of the process, saving metal and 
improving product quality. Processes of internal tooth rolling promote the introduction of advanced types 
of products: wave Novikov gears and bearings. In solving engineering problems, in some cases, computer 
models and analytical mathematical methods run into serious difficulties that do not allow to build an 
adequate model of the process. Since it is not possible to take into account all the peculiarities of 
technological processes and equipment, training of workers and others, statistical models extend the 
capabilities of mathematical and computer models required in engineering practice. Statistical models, 
along with mathematical and computer models, are part of the simulation models which form the basis 
of optimization of technological processes. Investigation of the basic parameters of the processes in the 
rolling of the teeth was carried out on experimental stands, made on the basis of the type 1K62 lathes.

STATISTICAL MODEL; ROLLING OF TEETH; PROCESS PARAMETERS;  PROPERTIES OF METAL BILLET;  
EXPERIMENT PLANNING.

Введение

Один из радикальных путей интенсифика-
ции процессов зубообработки – более широкое 
применение в промышленности методов объ-
емного формообразования, в частности накаты-

вания зубьев. Получение этими методами вну-
тренних зубчатых профилей значительно 
повышает эффективность изготовления за счет 
увеличения производительности процесса, эко-
номии металла и улучшения качества изделия [1]. 
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Процессы накатывания внутренних зубьев спо-
собствуют внедрению перспективных видов из-
делий – волновых передач и подшипников Но-
викова [2].

При решении инженерных задач в ряде слу-
чаев использование компьютерных моделей и 
аналитических математических методов наталки-
вается на значительные трудности, связанные с 
невозможностью учесть все особенности техно-
логических процессов и оборудования, квалифи-
кацию рабочего и др., необходимые чтобы по-
строить адекватную модель процесса. 
Статистические модели расширяют необходимые 
для инженерной практики возможности матема-
тических и компьютерных моделей. Статистиче-
ские модели, наряду с математическими и ком-
пьютерными моделями, входят в состав 
имитационных моделей, которые лежат в основе 
задач оптимизации технологических процессов [3]. 

Цель работы

Цель нашей работы – построение и анализ 
статистических моделей усилий деформирова-
ния заготовки, точности и шероховатости по-
верхности накатанных зубчатых венцов внутрен-
него зацепления, определяющих основные 
технологические качества разработанного про-
цесса и изготовленных деталей. 

Методика эксперимента

Технологическими параметрами, оказываю-
щими влияние на процесс накатывания внутрен-
них зубчатых профилей, качество изготовленных 
зубчатых колес и приведенные затраты на про-
изводство изделия, являются: размеры зуба (мо-
дуль зацепления); предел текучести; модуль нор-
мальной упругости и модуль сдвига металла 
заготовки; единичное обжатие заготовки; угол 
наклона заходного участка и диаметр делитель-
ной окружности зубчатого профиля накатника; 
передаточное отношение между накатником и 
изделием; размеры и масса заготовки; скорости 
вращения заготовки и накатника и др. Наиболь-
шее влияние на усилия деформирования заго-
товки, точность и шероховатость поверхности 
формообразованных зубчатых венцов оказывают 
высота зуба, предел текучести, модуль нормаль-
ной упругости и модуль сдвига металла заготов-
ки, единичное обжатие заготовки, угол наклона 
заходного участка зубчатого профиля накатника, 

передаточное отношение между накатником и 
изделием.

Технологии и конструкции зубонакатных 
станков, разработанные на кафедре «Технология 
конструкционных материалов и материаловеде-
ния» Санкт-Петербургского политехнического 
университета Петра Великого, способствуют 
эффективному использованию в машинострое-
нии процессов накатывания внутренних зубьев. 
Исследование основных параметров процессов 
производилось на экспериментальных стендах, 
выполненных на базе токарных станков типа 
1К62. Конструкции экспериментальных стендов 
представлены в работах [4, 5]. Основные инже-
нерные решения легли в основу станков для на-
катывания внутренних зубьев [6].

Схема процесса холодного накатывания вну-
тренних зубчатых профилей показана на рис. 1. 

Рис. 1. Схема процесса холодного накатывания  
внутренних зубчатых профилей: 1 – накатник; 
2 – заготовка; 3 – матрица; d

0
 – диаметр дели-

тельной окружности зубьев накатника; d
m
 – 

внутренний диаметр заготовки; d
n
 – наружный 

диаметр заготовки; b – ширина заготовки;  
м– угол наклона заходного участка накатника; 

n
1
 – окружная скорость накатника; n

2
 – окруж-

ная скорость заготовки; S – подача накатника

1

2

3
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Заготовка 2 закрепляется в матрице 3. Зуб-
чатый профиль получают вращением матрицы 
3 с окружной скоростью n

2
. Накатник 1 совер-

шает планетарное движение и, перемещаясь с 
осевом направлении с подачей S, формирует на 
заготовке 2 зубчатый профиль внутреннего за-
цепления 

Осевое перемещение накатников осущест-
вляется суппортом станка. Для измерения ра-
диальных усилий деформирования на внутрен-
ней поверхности матрицы вышлифована 
канавка, в которой закреплен датчик сопро-
тивления. Датчик сопротивления связан про-
водом с коллекторами. Коллекторы находятся 
в контакте с токосъемниками, которые под-
ключены к измерительной аппаратуре. Осевое 
усилие накатывания измеряется тензодатчика-
ми, закрепленными на упорной плите, танген-
циальное усилие инструмента измеряется тен-
зодатчиками, размещенными на суппорте 
станка [4, 5].

Материалы заготовок: стали 20, 20ХН, ШХ15. 
Кривые деформационного упрочнения данных 
сталей показаны на рис. 2. 

Механические характеристики исследуемых 
сталей:

Сталь 20

Предел текучести                                    225–255 МПА

Предел прочности                                     390–412 МПа

Относительное удлинение                                21–22 %

Модуль нормальной упругости            212–213 ГПа

Модуль сдвига                                                  84–86 ГПа

Сталь 20ХН

Предел текучести                                         310–335 МПА

Предел прочности                                    540–580 МПа

Относительное удлинение                                14–17 %

Модуль нормальной упругости               212–213 ГПа

Модуль сдвига                                                  84–86 ГПа

Сталь ШХ15

Предел текучести                                      370–410 МПА

Предел прочности                                        590–730 МПа

Относительное удлинение                                  25–27%

Модуль нормальной упругости                 210–211 ГПа

Модуль сдвига                                                    79–81 ГПа 

Технологии накатывания внутренних зубча-
тых профилей разработаны совместно с пред-
приятиями Санкт-Петербурга, Москвы, г. Лозо-
вая (Украина) и Болгарии.

На рис. 3 представлено жесткое колесо ВШ 
2.037.018 волновой передачи из стали 20 с на-
катанным внутренним зубчатым профилем для 
привода механизма вращения поворотного сто-
ла, изготавливаемого НИПКИ «Терминал»  
(г. Санкт-Петербург). Высота зуба – 2,0 мм, сред-
ний диаметр зубчатого профиля – 100,9 мм, ши-
рина жесткого колеса – 10 мм [4].

Подшипник Новикова из стали ШХ 15, раз-
работанный НПО «Научно-исследовательский 

σ
s
, МПа

l

1 2
3

Рис. 2. Кривые деформационного упрочнения ис-
следуемых сталей (1 – 20; 2 – 20ХН; 3 –ШХ 15):  
σ

s
 – предел текучести; 

l
 – логарифмическая степень 

деформации

Рис. 3. Жесткое колесо волновой передачи с 
накатанным внутренним зубчатым профилем  

высотой 2 мм (сталь 20) [4]
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институт двигателей» (г. Москва) с накатанными 
внутренним и наружным зубчатыми профилями, 
показан на рис. 4. Этот подшипник по нагрузоч-
ной способности в несколько раз превышает 
возможности стандартных роликовых подшип-
ников аналогичных размеров. Модуль нормаль-
ный – 2,0 мм, модуль окружной – 2,03 мм, де-
лительный диаметр внутреннего кольца – 89,32 
мм, наружного кольца – 113,68  мм. Посадочный 
диаметр наружного кольца – 140 мм, внутрен-
него кольца – 65 мм. Ширина колец – 40 мм [7].

Деталь 150.39.124 с эвольвентным шлицем 
внутреннего зацепления из стали 20 трактора 
ХТЗ Лозовского кузнечно-механического заво-
да, изготовленная холодным накатыванием, изо-
бражена на рис. 5, а.  Модуль зацепления 3,5 мм, 
диаметр делительной окружности 269,5 мм. На-

ружный диаметр детали 330 мм, ширина детали 
25 мм.

Эпициклическая шестерня 16.003 привода 
тельфера эвольвентного внутреннего зацепления 
из стали 20ХН болгарского предприятия «Завод 
за постоянно токови двигатели и електроаппа-
ратура», изготовленная холодным накатывани-
ем, показана на рис. 5, б. Модуль зацепления – 
2,0 мм, диаметр делительной окружности –  
106 мм, наружный диаметр шестерни – 130 мм, 
ширина шестерни – 20 мм. Работа выполнена 
при участии специалистов Научно-исследова-
тельского института пластической обработки 
зубчатых колес (г. Русе, Болгария) [5]. 

Построение статистических моделей  

технологических параметров процессов  

накатывания внутренних зубьев

Технологическими параметрами, оказываю-
щими влияние на процесс накатывания внутрен-
них зубчатых профилей, качество изготовленных 
зубчатых колес и приведенные затраты на про-
изводство изделия, являются: модуль зацепле-
ния; предел текучести и модуль сдвига металла 
заготовки; размеры и масса заготовки; угол за-
хода и диаметр делительной окружности зубча-
того профиля накатника; единичное обжатие 
заготовки; скорости вращения заготовки и на-
катника и др. Наибольшее влияние на усилия 
деформирования заготовки, точность и шерохо-
ватость поверхности формообразованных зуб-
чатых венцов оказывают предел текучести и мо-
дуль сдвига металла заготовки, единичное 
обжатие заготовки, угол захода зубчатого про-
филя накатника

Для построения статистических моделей ме-
тодами планирования эксперимента необходимо 
перейти от реальных физических величин к нор-
мированным, т.е. расположенным в интервале 
[–1, +1], с помощью преобразования [8–10]

         

0

1
,

j

j

Z Z
x

Z

−
=

∆                
(1)

где 0 max min max min; ;
2 2

Z Z Z Z
Z Z

+ −
= ∆ =  Z

max 
– 

наибольшее и Z
min

 – наименьшее значения век-

тора .Z


В качестве регрессионных моделей параме-
тров процесса накатывания внутренних эволь-

Рис. 4. Подшипник Новикова с накатанными 
 зубчатыми профилями [7]

Рис. 5. Эвольвентные профили внутреннего зацепле-
ния, формообразованные  холодным  накатыванием [5]: 
а – модуль шлицевого зацепления 3,5 мм, сталь 20;  
б – модуль зубчатого зацепления 2,0 мм, сталь 20ХН

а)

б)
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вентных зубьев малого модуля (менее 1 мм), 

зубчатых профилей жестких колес волновых 
передач и рабочих профилей подшипника Но-
викова выбираем полиномиальную модель вто-
рого порядка [11] 

(x, а) = а
0
 + 

1

M

m=
∑ а

mm
 x

m

2 + 
1

M

m=
∑ а

m
 x

m
 +

          + 
1

1

M

m
g

=
=

∑ а
mg

 x
m
 x

g
.             (2)

Оптимальный план эксперимента представ-
лен в табл. 1. План достаточно хорошо коррели-
рует с моделью (2). Характеристики плана: D –
эффективность е(D) = 0,966; A – эффективность 
е(A) = 0,872; E – эффективность е(E) = 0,647; Q –
эффективность е(Q) = 0,913. В каждой точке пла-
на выполнено по три повторных опыта.

Ковариационная матрица С плана имеет вид 
[12]

0

0,229 0,062 0,062

0,396 0,104 0

0,396
С

0,056

0,056

sim 0,062

0,062

mm kk m k mk ml
a a a a a a a 

 − − 
 −
 
 

=  
 
 
 
 
       

(3)

В качестве примера в табл. 2 представлены 
выборочные средние трех повторных опытов в 
каждом опыте плана эксперимента из табл. 1 при 
исследовании процесса накатывания внутрен-
них зубьев жестких колес волновых передач [4].

В табл. 2 обозначены: 0
1 2

s

P
Y

h
=

σ
 – относи-

тельное осевое усилие деформирования, где σ
s
– 

предел текучести металла заготовки, h – высота 

зуба изделия; 2 2

R

S

P
Y

h
=

σ
 – относительное ради-

альное осевое усилие деформирования; 

3 2
S

P
Y

h

τ=
σ

– относительное тангенциальное уси-

лие деформирования; Y
4
 = 

ir
F ′′  – колебание из-

мерительного межосевого расстояния за один обо-
рот зубчатого колеса; Y

5
 = F

rr
 – радиальное биение 

зубчатого венца; Y
6
 = R

a
 – высота микронеровно-

стей поверхности сформированных зубьев. 
Из матрицы С определяем N* = 0,229; b* =  

= –0,062; r* = 0,396; p* = –0,104; b–1 = 0,056;   
p–1= 0,062.

Коэффициенты модели вычисляются по 
формулам [12]

          * * 2
0

! 1 1

;
N M N

i mi i

i m i

a N Y b x Y

= = =

= +∑ ∑ ∑   (4)

( )* * * 2 * 2

! 1 1 1

;
N N M N

mm i mi i mi i
i i m i

a b Y r p x Y p x Y
= = = =

= + − +∑ ∑ ∑ ∑ (5)

   1 1

1 1

; .

N N

m mi i mg m g i
i i

a b x Y a p x x Y
− −

= =

= =∑ ∑        (6)

где 
1

1
;

ni

i ki

i k

Y Y
n =

= ∑ ; n
i
 – количество повторных на-

блюдений в i-й точке области эксперимента.

Таблица 1 

План эксперимента [12]

№ опыта х
1

х
2

х
3

х
4

1 - - - -

2 - - - +

3 - - + -

4 - - + +

5 - + - -

6 - + - +

7 - + + -

8 - + + +

9 + - - -

10 + - - +

11 + - + -

12 + - + +

13 + + - -

14 + + - +

15 + + + -

16 + + + +

17 + 0 0 0

18 - 0 0 0

19 0 + 0 0

20 0 - 0 0

21 0 0 + 0

22 0 0 - 0

23 0 0 0 +

24 0 0 0 -
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В эксперименте используем следующие без-
размерные комплексы [13]:

F
1
 = S

1
/d

д
;   F

2
 = i

21
;   F

3
 = G/E;   F

4
 = tg , 

где S
1
 – величина единичного обжатия заготов-

ки, S
1
 = 0,005–0,05 мм; i

12
 – передаточное от-

ношение между изделием и накатником,  
i
21

 = d
д
/d

0 
= 1,5–3,0; d

д
 – диаметр делительной 

окружности зубьев детали; d
0
 – диаметр дели-

тельной окружности зубьев накатника;  E – мо-
дуль нормальной упругости, E = 210–211 ГПа;  
G – модуль сдвига, G = 79–81 ГПа;  – угол на-
клона заходного участка накатника,  = 10–25°.

Границы интервалов изменения комплексов 
представлены в табл. 3.

Таблица 3 

Границы интервалов изменения комплексов

Параметр F
1

F
2

F
3

F
4

F
iB

0,01 0,40 0,43 0,50

F
iH

0,0003 0,20 0,38 0,20

Значимость коэффициентов уравнений ре-
грессии проверяют с целью исключения из мо-
делей факторов, слабо влияющих на функцию 
отклика. Коэффициент а

l
  считается значимым, 

если он значимо отличается от нуля в смысле 
критерия Стьюдента. Доверительный интервал 
коэффициентов a

l
 модели равен [12]

  ( )2
,l la t S aα∆ = ±                            (7)

где t  – критерий Стьюдента при числе степеней 
свободы 

e
м=мN(nм–мэх; N – количество опытов в пла-

не эксперимента; n – количество повторных опытов.
Коэффициент a

l
 модели значим, если его аб-

солютная величина больше доверительного ин-
тервала, т.е. .l la a> ∆

Дисперсии оценки коэффициентов модели 
a

l
 описываются следующим образом [12]:

S2(a
0
) = N* ( )

2
;

y
S  S2(a 

mm
) = r* ( )

2
;

y
S  S2(a 

m
) = b–1

( )
2

;
y

S

                               S2(a 
mg

) = p–1
( )
2

;
y

S ,                       (8)

где ( )
2

;
y

S  – дисперсия наблюдения.

Таблица 2  

Результаты экспериментов, выполненных в соответствии с планом эксперимента табл. 1

№ опыта плана Y
1
 ×102 Y

2
 ×102 Y

3
 ×102 Y

4
, мкм Y

5
, мкм Y

6
 ×102, мкм

1 296 57 21 117 87 102

2 264 72 25 134 95 122

3 468 90 38 121 73 123

4 517 121 37 88 48 124

5 372 86 29 101 69 86

6 428 101 25 110 90 109

7 526 122 59 72 45 91

8 575 133 56 66 46 121

9 272 51 44 75 64 103

10 374 77 48 73 57 92

11 470 92 3 57 36 99

12 547 109 58 66 55 33

13 356 104 57 132 130 120

14 452 108 53 119 121 98

15 551 128 67 121 117 124

16 650 126 65 118 122 98

17 451 95 55 145 57 103

18 443 108 41 147 42 110

19 484 107 47 57 94 39

20 416 92 46 44 69 42

21 535 111 52 33 37 33

22 364 91 40 36 56 36

23 479 102 48 27 23 42

24 408 97 46 28 55 40
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В случае одинакового количества n повтор-
ных опытов дисперсия наблюдения S

(у)
2 равна

               ( ) ( )22

1 1

1
,

N n

ki iy
e i k

S Y y
= =

= −
ν

∑ ∑                   (9)

где eб– число степеней свободы, 
e
м=мN(nм–мэх;  

Y
ki
 – значение отклика в k-м повторном экспе-

рименте i-го опыта; N – количество опытов в 
плане эксперимента.

В результате статистического анализа м.н.к.-
оценок коэффициентов моделей получаем ре-
грессионные модели энергосиловых параметров 
накатывания внутренних эвольвентных зубьев 
малого модуля, зубчатых профилей жестких ко-
лес волновых передач и подшипника Новикова. 
Безразмерные комплексы заменены нормиро-
ванными факторами.

Относительное радиальное усилие деформи-
рования заготовки:

(1) = 2

r

s

P

hσ
 = 4,22 + 0,25 х

3
2 + 0,077 х

1
 + 0,41х

2
 +

+ 0,92х
3
 + 0,36х

4
 + 0,084х

1
 х

3
 + 0,065х

1
 х

4
 +

                         + 0,011х
2
 х

3
 + 0,055х

2
 х

4
.              (10)

Относительное осевое усилие деформирова-
ния заготовки:

(2) = 
0

2

s

P

hσ
 = 0,87 + 0,037х

1
2 + 0,069х

3
2 +

+ 0,038х
4

2 + 0,013х
1
 + 0,14х

2
 + 0,16х

3
 + 0,086х

4
 +

+ 0,016х
1
х

2
 – 0,048х

2
х

3
 – 0,021х

2
х

4
 – 0,014х

3
х

4
.   (11)

Относительное тангенциальное усилие де-
формирования заготовки:

(3) = 2
s

P

h

τ

σ
 = 0,44 + 0,026 х

1
2 + 0,099х

1
 +

+ 0,044 х
2
 + 0,089 х

3
 – 0,022 х

4
 –

      – 0,025 х
1
 х

3
 + 0,008 х

2
 х

3
 + 0,004 х

3
 х

4
.      (12)

Предварительные эксперименты показали, 
что на точность зубчатого венца оказывают вли-
яние следующие факторы:  – упругое смещение 
накатника,   = 5–15 мкм; S

1
 – единичное обжа-

тие заготовки, S
1
 = 0,005–0,05 мм; h – высота 

зубчатого профиля, h = 0,4–2,5 мм; i
12

 – пере-
даточное отношение между изделием и накат-
ником, i

21
 = 1,5–3,0; D

заг
 – внутренний диаметр 

заготовки, D
заг

 = 50–300 мм.
Факторы преобразуем в безразмерные ком-

плексы:

B
1
 = /h;   B

2
 = S

1
/h;   B

3
 = D

заг
/h;  B

4
 = i

21
.       (13)

Границы интервалов изменения комплексов 
представлены в табл. 4, где B

iB
 и B

iН
 – соответ-

ственно верхнее и нижнее значения комплексов.

Таблица 4 

Границы интервалов изменения комплексов

Параметр В
1

В
2

В
3

В
4

B
iB

 0,05 80 0,05 0,47

B
iН

 0,01 50 0,01 0,17

Получены следующие зависимости показа-
телей точности зубчатого венца. Колебание из-
мерительного межосевого расстояния за один 
оборот зубчатого колеса: 

(4) = F
ir

 = 51,04 + 91,52х
1
2 – 39,17х

3
2 – 4,27х

4
2 + 

+ 10,15х
2
 – 9,54х

3
 + 17,58х

1
 х

2
 + 7,97 х

1
 х

3
 – 

                                      – 2,25 х
3
х

4
.                          (14)

Радиальное биение зубчатого венца:
(5) = F

rr
 = 49,12 + 29,48х

2
2 + 12,42х

1
 + 13,35х

2

– 10,02х
3
 – 3,08х

4
 + 17,42 х

1
х

2
 + 6,75х

1
х

3
.       (15)

Высота микронеровностей поверхности 
сформированных зубьев описывается выраже-
нием

(6) = R
a
 = 0,883 + 0,182х

1
2 + 0,066х

1
х

2
 – 

                      – 0,112 х
1
х

4
 + 0,065х

2
х

3
.                  (16)

В качестве плана эксперимента при иссле-
довании процесса накатывания внутренних 
эвольвентных зубьев большого модуля (более 1 
мм) выбираем двухуровневый план 24. В каждой 
точке плана эксперимента сделано по три по-
вторных опыта. Плану 24 соответствует квазили-
нейная модель [9]

мммм (x, а) = а
0
 + 

1 1

1

.

M M

m m mg m g
m m

g

a x a x x

= =
=

+∑ ∑      (17)

При построении моделей усилий деформи-
рования в эксперименте используем следующие 
безразмерные комплексы:

       K
1
 = S

1
/m; К

2
 = i

12
; К

3
 = G/E; К

4
 = tg ,     (18)

где m – модуль зубчатого профиля, 1,0–3,5 мм; 
S

1
 – величина единичного обжатия заготовки, 

S
1
 = 0,005–0,05 мм; i

21
 – передаточное отношение 

между изделием и накатником, i
21

 = 1,5–3,0;   
E – модуль нормальной упругости, E =  
= 210–211 ГПа; G – модуль сдвига, G =  
= 79–81 ГПа;  – угол наклона заходного участка 
накатника,  = 10–25°. Границы интервалов из-
менения комплексов представлены в табл. 5.
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Таблица 5 

Границы интервалов изменения комплексов

Параметр К
1

К
2

К
3

К
4

К
iB

0,03 80 0,43 0,47

К
iH

0,01 50 0,38 0,17

Здесь К
iB

 и К
iН

 – соответственно верхнее и 
нижнее значения комплексов. 

Коэффициенты модели вычисляются по 
формулам [8]

0

1 1 1

1 1 1
; ; .

N N N

i m i mi mp i mi pi
i i i

a Y a Y x a Y x x
N N N= = =

= = =∑ ∑ ∑

                (19)

Для линейных и квазилинейных моделей 
дисперсии оценок всех коэффициентов модели 
равны. Поэтому доверительный интервал коэф-
фициентов a

l
 модели одинаков и равен [8]

   
( )
2

,
y

l

S

a t
N

α∆ = ±               (20)

где ( )
2
y

S  – дисперсия наблюдения; t  – критерий 

Стьюдента [14].
Коэффициент а

l
 модели считается значи-

мым, если его абсолютная величина больше до-
верительного интервала, т.е. .l la a> ∆  Незна-
чимые коэффициенты из моделей исключаются.

В результате получаем следующие статисти-
ческие модели энергосиловых параметров про-
цесса накатывания внутренних эвольвентных 
профилей большого модуля:

(7) = 
2

r

s

P

mσ
 51,42 + 9,35 х

1
 + 1,70 х

2
 + 8,89 х

3
 +

+ 6,12 х
4
 – 2,14 х

1
 х

3
 + 2,71 х

2
х

3
 – 1,67 х

2
 х

4
 – 

                                    – 0,78 х
1
 х

4
;                           (21)

(8) = 0

2

s

P

mσ
7,52 + 1,28 х

1
 + 0,12 х

2
 + 1,22 х

3
 +

+ 0,84 х
4
 – 0,49 х

1
 х

3
 – 0,13 х

1
х

4
 + 0,16 х

2
 х

3
 –

                                   – 0,19 х
3
х

4
;                             (22)

(9) = 
2

s

P

m

τ

σ
5,21 + 1,19 х

1
 + 1,22 х

2
 + 0,64 х

3
 –

  – 0,34 х
4
 – 0,36х

1
х

2
 + 0,14 х

1
х

3
 – 0,06 х

1
х

4
.    (23)

Регрессионные модели показателей точности 
накатанных зубчатых колес: колебание F

ir
 из-

мерительного межосевого расстояния за один 
оборот зубчатого колеса и радиальное биение F

rr
 

зубчатого венца при накатывания внутренних 
эвольвентных профилей большого модуля стро-
им также на основе плана 24. В каждом опыте 
плана выполнено по три повторных наблюдения. 
Предварительные эксперименты показали, что 
на точность зубчатого венца оказывают влияние 
следующие факторы:  – упругое смещение на-
катника,   = 5–15 мкм; S

1
 – единичное обжатие 

заготовки, S
1
 = 0,005–0,05 мм; h – высота зубча-

того профиля, h = 2,0–4,0 мм; i
12

 – передаточное 
отношение между изделием и накатником, 
i
12

 = 1,5–3,0; D
заг

 – внутренний диаметр заготов-
ки, D

заг
 = 100–300 мм.

Факторы преобразуем в безразмерные ком-
плексы. Границы интервалов изменения ком-
плексов представлены в табл. 5. Получены за-
висимости

(10) = F
ir

 = 27,34 + 3,75 х
1
 + 2,65 х

2
 + 11,58 х

3
 – 

– 3,41 х
4
 – 1,97 х

1
 х

3
 – 1,58 х

3
 х

4
 – 2,83 х

2
 х

3
;  (24)

(11) = F
rr
 = 35,12 + 5,25 х

1
 + 6,62 х

2
 + 17,75 х

3
 –

– 5,12 х
4
 – 4,62 х

1
 х

3
 – 4,01 х

3
 х

4
 – 2,75 х

2
 х

3
.

     
(25)

Статистическая модель высоты микронеров-
ностей поверхности сформированных зубьев R

a
 

имеет вид
(12) = R

a
 = 0,836 + 0,159 х

1
 – 0,081 х

2
 –  

                      – 0,0029 х
3
 + 0,031 х

4
.                      (26)

Адекватность  моделей проверяется сравне-
нием дисперсий адекватности и наблюдения по 
статистике Фишера (F-критерий) [14]. Стати-
стика Фишера выражается формулой

         
( )

2
ад

2
,

y

S
F

S
=              (27)

где S
ад

2 – дисперсия адекватности; 
2

2
ад

ад

;
e

S
S

η=
ν

  

ад
 – число степеней свободы; 2

e
S η  сумма квадра-

тов ошибок. 
В случае одинакового количества повторных 

опытов n сумма квадратов ошибок 2
e

S η  и число 

степеней свободы 
ад

 соответственно равны

   ( )22
ад

1 1

; ,
N n

e ki i

i k

S Y Nn Lη
= =

= − η ν = −∑ ∑       (28)

где 
i
 – значение отклика, предсказанное моде-

лью в i-й точке области эксперимента; Y
ki
 – зна-

чение отклика в k-м повторном эксперименте 
i-го опыта.

При F < F
т
, где F

т
 = 19,4 – табличное значение 

F-критерия [15],  гипотеза об адекватности мо-
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дели не отвергается. Значения статистики Фи-
шера для всех моделей находятся в диапазоне F 
= 3,5–8,1. Следовательно, построенные стати-
стические модели адекватны.

Обсуждение основных результатов

Статистические модели усилий деформиро-
вания в процессе холодного накатывания эволь-
вентных зубьев малого модуля, зубчатых профи-
лей жестких колес волновых передач и рабочих 
профилей подшипника Новикова представляют 
собой полиномиальные модели второго порядка. 
Вторую степень зависимости имеют: радиальное 
усилие (от отношения модуля сдвига к модулю 
нормальной упругости); осевое усилие (от отно-
шений единичного обжатия к диаметру делитель-
ной окружности зубьев детали, модуля сдвига к 
модулю нормальной упругости материала заго-
товки и тангенса угла наклона заходного участка 
накатника); тангенциальное усилие (от отноше-
ния единичного обжатия к диаметру делительной 
окружности зубьев детали).

Усилия деформирования в процессе холодно-
го накатывания эвольвентных зубьев большого 
модуля описываются квазилинейными моделями. 
Анализ моделей показал, что для радиальной и 
осевой составляющих усилия деформирования 
наиболее значимыми факторами являются от-
ношения единичного обжатия к модулю зубчато-
го профиля и модуля сдвига к модулю нормальной 
упругости материала заготовки. На тангенциаль-
ное усилие деформирования наибольше влияние 
оказывают отношения единичного обжатия к 
модулю зубчатого профиля и передаточное от-
ношение «изделие–накатник». Парные эффекты 
взаимодействия незначительно влияют на состав-
ляющие усилия деформирования. 

Колебание измерительного межосевого рас-
стояния за один оборот зубчатого колеса (F

ir
) 

всех исследуемых зубчатых профилей – эволь-
вентных малого и большого модуля, жестких 

колес волновых передач и подшипника Новико-
ва – при холодном накатывании зубьев значи-
тельно зависит от упругого смещения накатника, 
величина которого связана с жесткостью систе-
мы «станок – приспособление – инструмент –
деталь». На радиальное биение зубчатого венца 
F

rr
 наибольше влияние оказывает относительное 

единичное обжатие заготовки.
Высота микронеровностей R

a
 поверхности 

сформированных зубьев наиболее существенно 
зависит от жесткости системы «станок – при-
способление – инструмент – деталь». 

Заключение

При накатывании внутренних эвольвентных 
зубьев малого модуля (менее 1 мм) зубчатых про-
филей жестких колес волновых передач и рабо-
чих профилей подшипника Новикова статисти-
ческие модели для составляющих усилия 
деформирования, показателей точности зубча-
того профиля и качества поверхности представ-
ляют собой полиномиальные модели второго 
порядка, построенные на основе оптимального 
плана эксперимента. В процессе накатывания 
внутренних эвольвентных зубьев большого мо-
дуля составляющие усилия деформирования и 
показатели точности зубчатого профиля описы-
ваются квазилинейными моделями, построен-
ными на основе плана 24. Высота микронеров-
ностей поверхности сформированных зубьев 
большого модуля аппроксимирована линейной 
моделью.

Построенные статистические модели удов-
летворяют критерию Фишера и, следовательно, 
являются адекватными. Анализ разработанных 
статистических моделей позволил сделать вывод, 
что они удовлетворительно описывают поведе-
ние технологических параметров процессов на-
катывания внутренних зубчатых профилей и 
могут быть использованы при проектировании 
данных процессов.
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