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ОПТИМИЗАЦИЯ ФОРМЫ ПОЛЮСА  

В МУЛЬТИПОЛЬНЫХ МАГНИТАХ 

В статье рассматривается эффективный метод оптимизации формы полюсов в мультиполь-
ных магнитах с ферромагнитным ярмом, цель которого — формирование заданного рас-
пределение индукции магнитного поля в рабочей области магнита. Основной идеей метода 
является представление характеристик магнитного поля в виде разложения в ряд Фурье и 
последующая компенсация нежелательных гармонических составляющих напряженности 
магнитного поля за счет деформации поверхности полюсного наконечника. Высокая ско-
рость сходимости и устойчивость оптимизационной процедуры объясняется значительной 
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Разработанная технология поиска оптимальной формы встроена в программу численного 
моделирования магнитных полей, использующую метод конечных элементов второго по-
рядка и предназначенную для расчета характеристик магнитного поля в электромагнитных 
устройствах различного назначения. 
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Введение 

Магниты с мультипольной симметрией 
магнитного поля в межполюсном простран-
стве часто применяются в линиях для 
транспортировки пучков заряженных час-
тиц. Существенными элементами таких ли-
ний являются фокусирующие магнитные 
линзы, состоящие обычно из двух или трех 
магнитов с квадрупольной осевой симмет-
рией магнитного поля [1]. Магниты с более 
высокой степенью пространственной сим-
метрии — секступольные, октупольные — 
используются обычно для коррекции не-
желательных аббераций при прохождении 
пучком элементов ионно-оптической сис-
темы [2, 3]. Чтобы достичь наилучшего 
фокусирующего эффекта и избежать неже-
лательного искажения пучка, квадруполь-
ные магниты должны создавать магнитное 
поле в межполюсном пространстве (апер-
туре) с величиной магнитной индукции 
пропорциональной радиусу точки наблю-
дения. Требования к качеству поля в апер-
туре зависят существенно от реального 
применения линз. Например, в ускорите-
лях заряженных частиц, а также различно-
го рода накопительных кольцах относи-
тельное отклонение магнитной индукции 
в «области хорошего поля», где проходит 
пучок, от идеальной зависимости обычно 
не должно превышать несколько сотых до-
лей процента. Чтобы обеспечить требуемое 
качество поля, разработчик магнита дол-
жен найти с очень высокой точностью со-
ответствующее расположение катушек и 
оптимальную форму конструкций ферро-
магнитного полюса магнита. 

Основная цель работы — исследование 
нового эффективного метода оптимизации 
формы полюсов мультипольных магнитов 
для формирования высококачественного 
магнитного поля в его апертуре. 

Процедура оптимизации формы полюса 

Распределение характеристик магнит-
ного поля в центральной части магнита 
принято описывать в виде разложения век-
тора индукции магнитного поля или ска-

лярного магнитного потенциала в ряд Фу-
рье в полярной системе координат. Такое 
разложение допустимо как для централь-
ного сечения магнита, так и для инте-
гральных характеристик магнитного поля. 
Такой выбор представления обусловлен, 
в частности, особенностями анализа дина-
мики пучка, принятыми в оптике заря-
женных частиц [1]. 

Рассмотрим особенности мультиполь-
ных магнитов на примере системы с квад-
рупольной симметрией. Центральная часть 
подобных магнитов не содержит элементов 
с протекающими по ним токами, поэтому 
для описания характеристик поля может 
быть использован скалярный магнитный 
потенциал. Представим зависимость этой 
величины от полярных координат в виде 
разложения в ряд Фурье [4]: 

 

   

 

1

2

2

, cos

cos 2 ,

r
U r U

g

r
U

g

 



 

 
   

  (1) 

где g — радиус окружности, ограничиваю-
щей апертуру. Необходимо отметить, что 
приведенное разложение справедливо 
только для непрерывных функций с не-
прерывными производными. Поэтому ана-
лизируемая область не может захватывать 
части ферромагнитного полюса. Для сис-
тем с квадрупольной симметрией только 
коэффициенты U2, U6, U10… отличны от 
нуля. Для определения амплитуд соответ-
ствующих гармоник потенциала мы рас-
смотрим распределение характеристик маг-
нитного поля вдоль окружности радиуса g, 
ограничивающей «область хорошего поля». 
Максимальное отклонение величины маг-
нитной индукции от идеального распреде-
ления вдоль соответствующей границы 
всегда больше, чем подобное отклонение 
внутри апертуры; таким образом, значение 
этой величины может быть использовано в 
качестве критерия качества поля. В том 
случае, когда магнитный полюс очень ши-
рокий (в пределе бесконечно широкий), 
магнитная проницаемость материала ярма 
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достаточно большая, а влиянием катушек 
индуктирующих основное поле можно 
пренебречь, скалярный магнитный потен-
циал квадрупольного магнита на границе 
круглой апертуры описывается идеальной 
зависимостью 

      2

2, / cos 2U r U r g   (2) 

при условии, что форма поверхности по-
люса соответствует квадратичной гипербо-
ле, задаваемой в декартовой системе коор-
динат выражением [1] 

 xy = 2g. (3) 

В реальности, однако, идеальное распре-
деление (2) поля квадрупольной системы 
нарушается из-за конечных размеров полю-
са, наличия катушек, нелинейных свойств 
стали и т. д. В результате действия этих 
факторов в спектре Фурье-разложения (1) 
скалярного магнитного потенциала появля-
ются нежелательные высшие гармоники. 

Основная задача разработчика мульти-
польного магнита — поиск такой формы 

полюсного наконечника, которая обеспе-
чивает необходимое качество магнитного 
поля в апертуре. Как правило, на практи-
ке указанная цель достигается путем де-
формации узких боковых областей полю-

са, при этом его гиперболическая форма в 
целом сохраняется. Очевидно, что опти-

мизация всей поверхности полюсного на-
конечника дает возможность получить бо-
лее высокое качество поля при сохране-
нии и даже уменьшении общих габаритов 
магнита. Однако соответствующий поиск 
сводится к необходимости решения слож-

ной задачи по оптимизации формы фер-
ромагнитного объекта, обеспечивающей 

заданные характеристики магнитного по-
ля [5—9].  

В статье приводится перспективный 
подход к решению задачи определения 
формы полюса мультипольного магнита [3, 
10]. Основная идея представленной опти-
мизационной стратегии заключается в по-
давлении высших гармоник магнитного 
поля за счет деформации формы полюса. 

Первый, принципиально важный и неоче-
видный шаг оптимизационной процедуры 
— аппроксимация поверхности полюса ли-
нией, соответствующей требуемому разло-
жению в ряд Фурье характеристик магнит-
ного поля в апертуре. Для этой цели пред-
лагается формировать линию равного маг-
нитного потенциала, которая соответствует 
суперпозиции нескольких гармоник поля, 
включающих как основную, так и не-
сколько высших компонент разложения. 
На этом этапе важно обоснованно выбрать 
максимальный номер учитываемой гармо-
ники и, соответственно, количество сла-
гаемых в сумме: 

      
1

, / cos const.
J

j

j
j

U r P r g j 


   (4) 

Каждый из параметров Pj в этом разло-
жении соответствует амплитуде одной из 
гармоник в мультипольном представлении 
поверхности полюса. Строго говоря, по-
добный выбор формы полюсного наконеч-
ника предполагает бесконечно большую 
величину магнитной проницаемости фер-
ромагнитного материала. На практике не-
выполнение этого условия приводит в ко-
нечном итоге к появлению погрешности 
расчета потенциала в апертуре. Уменьше-
ние погрешности производится путем 
применения итерационной процедуры 
коррекции формы полюса.  

Для определения радиальных координат 
точек линии поверхности полюсного на-
конечника, соответствующего представле-
нию (4), необходимо численно решить это 
нелинейное уравнение. Дополнительным 
ограничением на профиль полюса могут 
быть фиксированная ширина полюса или 
фиксированные декартовы координаты его 
крайних точек в зависимости от индивиду-
альных требований, предъявляемых к про-
ектируемому магниту.  

Примеры формы поверхности полюсно-
го наконечника при различном гармониче-
ском спектре его гармонических состав-
ляющих и различных условиях ограничения 
ширины полюса показаны на рис. 1, 2. 
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Рис. 1. Форма полюсного наконечника для разных вкладов 10-й гармоники  
(крайние координаты профиля полюса фиксированы) 

Fig. 1. The shape the pole tip for the different contributions of the 10-th harmonic  
(extreme coordinates of the pole profile are fixed) 

 
 

 
 

Рис. 2. Форма полюсного наконечника для разных вкладов 10-й гармоники 
 (ширина полюса фиксирована) 

Fig. 2. The shape of the pole tip for the different contributions of the 10-th harmonic 
 (width of the pole is fixed) 
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Необходимо отметить, что требование 
сохранения постоянной ширины полюса 
сильно ограничивает возможный диапазон 
изменений гармонических составляющих. 
В то же время именно это ограничение 
обычно накладывается при разработке ре-
альных мультипольных магнитов. 

В качестве начального приближения при 
оптимизации формы поверхности полюсно-
го наконечника естественным выбором 
представляется квадратичная гипербола. В 
силу отмеченных выше обстоятельств такой 
выбор приводит к появлению в апертуре 
магнита нежелательных высших гармониче-
ских составляющих индукции (скалярного 
потенциала) магнитного поля. В рамках 
предлагаемой оптимизационной стратегии 
для подавления этих гармоник производится 
деформация поверхности полюсного нако-
нечника так, что в гармонический состав 
представления этой формы вводятся те же 
самые нежелательные высшие гармоники с 
обратным знаком. В первом приближении 
происходит компенсация нежелательных от-
клонений распределения магнитного поля от 
идеального вида. В силу ограниченности 

ширины полюса такая компенсация не яв-
ляется полной, поэтому оптимизационная 
процедура приобретает итерационный ха-
рактер с высокой скоростью сходимости. 

Целевую функцию в рассматриваемой 
оптимизационной процедуре удобно пред-
ставить в виде квадратичной суммы неже-
лательных амплитуд гармоник магнитного 
поля в апертуре, которые, очевидно, зави-
сят от гармонического спектра формы по-
верхности полюсного наконечника {Pj}: 
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Такой выбор целевой функции дает 
возможность производить исключение 
нежелательных высших гармоник практи-
чески независимо. Это свойство парамет-
ров целевой функции продемонстрирова-
но на рис. 3, на котором показана зави-
симость спектра компонент индукции 
магнитного поля от создавших их различ-
ных гармонических составляющих формы 
полюса. 

 

 
 

Рис. 3. Гармоники поля в апертуре, порожденные гармониками формы полюса 
 (  — 6-я гармоника;  — 10-я гармоника;  — 14-я гармоника) 

Fig. 3. Field harmonics in the aperture induced by the pole shape harmonics 

 (  — 6 harmonic;  — 10 harmonic;  — 14 harmonic) 
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Мы видим, что более высокие спектраль-
ные компоненты формы полюса порождают, 
главным образом, гармоники поля того же и 
более низкого порядка. Таким образом, на-
чиная с наивысшей гармоники формы по-
верхности полюса мы можем подавить по-
следовательно все нежелательные искажения 
распределения магнитного поля в апертуре. 
Удовлетворительную сходимость и устойчи-
вость демонстрирует метод градиентного 
спуска Ньютона — Рафсона [4] с адаптивным 
шагом, реализованный на практике для ре-
шения рассматриваемой проблемы. Важно 
отметить, что все производные, необходимые 
для формирования матрицы Якоби, рассчи-
тываются численно на основе решения ко-
нечно-элементной задачи второго порядка 
для квадрупольного магнита с изменяемой 
формой полюса. Программа моделирования 
магнитного поля использует векторный маг-
нитный потенциал в качестве базовой пере-
менной и треугольную форму конечных эле-
ментов [11]. При расчетах используются ре-
альные кривые намагничивания стали, ис-
пользуемой для изготовления магнита. Для 
формирования целевой функции вида (5) с 
разложением скалярного магнитного потен-
циала в ряд (1) сначала в программе модели-
рования магнитного поля вычисляется ин-
дукция, а затем используется известное со-
отношение между ее радиальной составляю-
щей и скалярным потенциалом: 

    0 , .,r m

n
B r U r

r


   (6)  

Это преобразование необходимо в свя-
зи с тем, что моделирование магнитного 
поля изначально основано на расчете рас-
пределения векторного магнитного потен-
циала, а форма поверхности полюса опре-
деляется по координатным зависимостям 
скалярного потенциала Um(r, φ). 

Основные результаты и их обсуждение 

В качестве примера применения разра-
ботанного метода в работе приводятся ре-
зультаты расчета магнитного поля в апер-
туре квадрупольного магнита с радиусом 
«области хорошего поля» R = 90 мм и 
диапазоном изменения максимальной ин-
дукции магнитного поля в апертуре 

Bmax = 0,1—1 Т. Этот квадрупольный магнит 
будет установлен в фокусирующих элемен-
тах накопительного кольца CR [12], вхо-
дящего в состав нового ускорительного 
комплекса FAIR (Facility for Antiproton and 
Ion Research), создаваемого в настоящее 
время в Дармштадте, Германия [13, 14]. 
В процессе проведения расчетов параметров 
этого магнита было выполнено исследова-
ние сходимости рассматриваемого здесь ал-
горитма оптимизационной процедуры.  

В соответствии с требованиями ионно-
оптических расчетов отклонение напряжен-
ности магнитного поля от идеальной квадру-
польной зависимости внутри области «хоро-
шего поля» не должно выходить за границы 
±4 · 10—4 относительных единиц. Детальное 
изучение процедуры оптимизации показало, 
что скорость сходимости и конечное качест-
во магнитного поля существенно зависят от 
числа оптимизируемых параметров. Наш 
опыт показал, что для достижения удовле-
творительного распределения магнитного 
поля в апертуре достаточно минимизировать 
3—4 амплитуды первых высших гармоник. 
Более высокие гармонические составляющие 
практически отсутствуют в спектре разложе-
ния характеристик магнитного поля в широ-
ком диапазоне изменения формы полюсного 
наконечника. Число итераций, необходимое 
для сходимости процедуры, как правило, не 
превышает 10. Типичные зависимости ско-
рости сходимости от числа оптимизируемых 
параметров для рассматриваемого магнита 
показаны на рис. 4. 

Как видно, наилучший результат дости-
гается за 3—4 итерации, что свидетельству-
ет о высокой скорости сходимости иссле-
дуемого алгоритма. 

Стабилизация целевой функции (5) после 
нескольких итераций может быть объяснена 
важным свойством аппроксимирующих 
функций, сформулированным выше: сущест-
венной корреляцией между оптимизируемы-
ми гармониками формы полюса и амплиту-
дами Фурье-разложения характеристик маг-
нитного поля в апертуре. Таким образом, 
асимптотическое значение целевой функции 
в основном определяется начальным вкла-
дом гармоник поля с порядком, превышаю-
щим самый высокий оптимизируемый. 
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Рис. 4. Сходимость оптимизационного метода для различного числа оптимизируемых параметров  
(  — 2 параметра;  — 3 параметра;  — 4 параметра) 

Fig. 4. Convergence of the optimization procedure for the different number of the optimized parameters  
(  — 2 parameters;  — 3 parameters;  — 4 parameters) 

 
 

Рис. 5. Поперечное сечение квадрупольного магнита с гиперболическим (a)  
и оптимизированным (б) профилем полюса 

Fig. 5. Cross section of the quadrupole magnet with hyperbolic (a) and optimized (б) pole profile 
 

Наилучшие результаты для формы по-
люсного наконечника были достигнуты 
для случая, когда число оптимизируемых 
параметров было равно 6. Достигнутое ка-
чество поля в этой ситуации соответствует 
максимальному отклонению поля в «об-
ласти хорошего поля» менее 1.5 · 10—4 от-
носительных единиц, в то время как четы-
ре оптимизируемых параметра позволяют 

достичь максимального отклонения около 
±4 · 10—4 относительных единиц. Результа-
ты оптимизации полюса квадрупольного 
магнита продемонстрированы на рис. 5.  

Свойства оптимизированного решения 
представлены на рис. 6, где показана ве-
личина отклонения магнитной индукции 
вдоль линии границы «области хорошего 
поля».  

a) б) 
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Рис. 6. Относительное отклонение магнитной индукции вдоль границы «области хорошего  
поля» для гиперболического (1) и оптимизированного (2) профилей полюса (отклонение  
индукции для оптимизированной формы полюса не превышает ±4 · 10—4 отн. единиц) 
Fig. 6. Field gradient along the circular border of the «good field area» for the hyperbolic (1)  

and optimized (2) pole profiles (the maximum flux density deviation for the optimized pole shape  
is less than ±4 · 10—4) 

 

Заключение 
В статье рассмотрен новый метод опти-

мизации формы полюсов мультипольных 
магнитов. Основной идеей оптимизационной 
процедуры является представление характе-
ристик магнитного поля в апертуре магнита, 
а также формы поверхности полюсного на-
конечника в виде разложений в ряд Фурье. 
Существенная корреляция между соответст-
вующими коэффициентами обеспечивает 
высокую устойчивость и быструю сходи-
мость разработанных алгоритмов. Особенно-
сти предлагаемой процедуры выбора формы 
полюса исследованы на примере квадру-
польного магнита, проектируемого для 
включения в состав фокусирующих линз на-
копительного кольца CR проекта FAIR. По-
казано, что для достижения оптимальной 
формы  полюсного наконечника достаточно  

выполнить 3—4 итерации, включающие пре-
образования его конфигурации. В процессе 
преобразований отклонение характеристик 
магнитного поля от требуемого распределе-
ния магнитного поля уменьшается в 50 раз: с 
исходного уровня 1,8 до 0,04 %. Разработан-
ный метод оптимизации формы полюсов 
мультипольных магнитов реализован в виде 
программного блока и встроен в программ-
ный комплекс Multimag [15]. Эта компью-
терная программа предназначена для моде-
лирования электрических и магнитных по-
лей в устройствах оптики заряженных час-
тиц. Выполненная модернизация этого 
комплекса позволила добиться значитель-
ного сокращения усилий разработчиков 
мультипольных магнитов при разработке и 
проектировании фокусирующих элементов 
ионно-оптических систем. 
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