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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ  
ТЕОРИИ ГИНЗБУРГА–ЛАНДАУ  

ДЛЯ ВИХРЯ АБРИКОСОВА В СВЕРХПРОВОДНИКАХ  
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЗНАЧЕНИЕМ æ > 0,707

Аннотация. До настоящего времени отсутствует точное аналитическое решение уравнений 
теории сверхпроводимости  Гинзбурга–Ландау–Абрикосова–Горькова (ГЛАГ-теории, тео-
рии Гинзбурга–Ландау) для любого значения параметра æ > 0,707, удовлетворяющее гранич-
ным условиям для вихря Абрикосова и условию квантованию магнитного потока, а также 
классическим асимптотикам (при значении æ >> 1) формул Лондонов и Абрикосова. В свя-
зи с этим целью расчетно-аналитической исследовательской работы являлось нахождение 
удовлетворительно точного аналитического решения уравнения теории ГЛАГ-теории для 
вихря Абрикосова в сверхпроводниках с произвольным значением æ > 0,707. Аналитическим  
решением уравнений феноменологической теории сверхпроводимости Гинзбурга–Ландау 
для одиночного вихря Абрикосова в массивном сверхпроводнике второго рода с произ-
вольным значением параметра æ найдены: напряженность магнитного поля h(ρ), плот-
ность тока j(ρ) и параметр порядка f(ρ), удовлетворяющие граничным условиям, условию 
квантования и классическим асимптотикам Лондонов и Абрикосова. Определены первое 
критическое магнитное поле H

c1
 и отношение абсолютных значений H

c1
/H

c2
 в сверхпрово-

дниках с æ > 0,707.

Ключевые слова: сверхпроводимость, сверхпроводимые материалы, электромагнитные свой-
ства, теория Гинзбурга–Ландау, теория вихрей.
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE GINZBURG–LANDAU 
EQUATIONS FOR THE ABRIKOSOV VORTEX  

IN SUPERCONDUCTORS WITH AN ARBITRARY VALUE  
OF THE PARAMETER æ > 0.707

Abstract. Until now, there is no exact analytical solution to the equations of the Ginzburg–Landau 
theory of superconductivity for any value of the parameter æ > 0.707, satisfying the boundary 
conditions for the Abrikosov vortex and the magnetic flux quantization condition, as well as the 
classical asymptotics (for the value æ >> 1) of the London and Abrikosov formulas. In this regard, 
the goal of this computational and analytical research was to find a satisfactorily accurate analytical 
solution to the equation of the Ginzburg–Landau theory for the Abrikosov vortex in superconductors 
with an arbitrary value æ > 0.707. By analytically solving the equations of the phenomenological 
theory of Ginzburg–Landau superconductivity for a single Abrikosov vortex in a massive type II 
superconductor with an arbitrary value of the parameter æ, we found: magnetic field strength h(ρ), 
current density j(ρ) and order parameter f(ρ), satisfying the boundary conditions, the quantization 
condition and the classical asymptotics of London and Abrikosov. The first critical magnetic field H

c1
 

and the ratio of absolute values H
c1

/H
c2

 in superconductors with æ > 0.707 are determined.
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Введение. Сверхпроводимость металлических материалов получила свое теоретическое разви-
тие на феноменологическом уровне согласно теории Гинзбурга–Ландау–Абрикосова–Горькова 
(ГЛАГ-теории, теории Гинзбурга–Ландау). Феноменологическая ГЛАГ-теория основывалась на 
общей теории Л.Д. Ландау фазовых переходов II рода и гипотезе о комплексности сверхпрово-
дящего параметра порядка [1–6]. Открытие сверхтекучести жидкого гелия и объяснение этого 
явления Ландау на основе сформулированного им критерия для систем Бозе-частиц позволило 
трактовать сверхпроводимость металлических материалов как сверхтекучесть электронной жид-
кости. Оно также позволило сформулировать феноменологические ГЛАГ-уравнения, описыва-
ющие термодинамику и электромагнитные свойства сверхпроводников [3, 7–13]. Вместе с тем 
до настоящего времени отсутствует точное аналитическое решение уравнений ГЛАГ-теории для 
любого значения параметра æ > 0,707, удовлетворяющее граничным условиям для вихря Абри-
косова и условию квантованию магнитного потока, а также классическим асимптотикам (при 
значении æ >> 1) формул Лондонов и Абрикосова.
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В связи с этим целью расчетно-аналитической исследовательской работы являлось нахож-
дение удовлетворительно точного аналитического решения уравнения ГЛАГ-теории для вихря 
Абрикосова в сверхпроводниках с произвольным значением æ > 0,707.

Методологический подход к решению уравнения

Уравнения феноменологической теории сверхпроводимости Гинзбурга–Ландау–Абрикосо-
ва–Горькова (ГЛАГ-теории, теории Гинзбурга–Ландау) для одиночного вихря Абрикосова*) с 
одним квантом магнитного потока в массивном сверхпроводнике с параметром æ > 0,707 для 
безразмерных значений аргумента ρ, напряженности магнитного поля          и параметра по- 
рядка          [1, с. 63, 64] известны:

Граничные условия для функций h и f следующие:

Принципиальной трудностью для аналитических решений дифференциальных уравнений 
(1), (2) является их сугубо нелинейный характер. Решение уравнения (2) при f = 1 известно как 
«решение Лондонов» [1]:                       где K0 – функция Макдональда [2]. Очевидные  
аномалии функции             при ρ → 0 затрудняют ее применение в феноменологической 
теории Гинзбурга–Ландау.

Для решения уравнения (2) расширим использование функций Макдональда для описания 
вихря Абрикосова путем поиска напряженности магнитного поля h в виде             где при  
ρ >> 1 функция                       а при ρ → 0 функция            где постоянная         

Анализ аналитических решений

Нами получены аналитические решения системы уравнений феноменологической теории 
сверхпроводимости Гинзбурга–Ландау (1÷4) с произвольным значением æ > 2–1/2, удовлетворя-
ющие граничным условиям, условию квантования и классическим асимптотикам Лондонов и 
Абрикосова:

здесь K0 и K1 – функция Макдональда [2];                [3]; величина          где κ – посто-
янная величина (≈ 1). Решения (5), (6), (7) аналитически точно удовлетворяют дифференциаль-
ному уравнению (2) и граничным условиям (3), (4) для любых значений параметров æ > 0,707 и 
κ ≥ 1.

Величина κ = 21/2 может быть определена из условия очевидного соответствия найденных ре-
шений fR (5) и hR (6) при ρ → 0, также и дифференциальному уравнению (1) системы Гинзбурга– 

( )h h= ρ
( )f f= ρ

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2æ 1 ;h f f f f′′ ′= ρ∗ ∗ρ + ∗ − (1)

( )2 .h f h′′ρ∗ ρ = (2)

( ) ( )20 : 1 æ ; 0, 0h f f h′ρ→ → − ∗ρ → − ограничено, (3)

: 1; 0; 0.f h h′ρ→∞ → → → (4)

( ) ( )0 æ ,Lh h K= ρ = ρ
( )0K ρ →∞

( )0 ,h K ϕ

( ) ( ), ,Lh hϕ ρ →ρ → ρ ( ) ,ϕ ρ →β ( )æ 0.β >

( )1 22 2 ;Rf f= = ρ ρ +β = ρ ϕ (5)

( ) ( )0 1 ;Rh h K K= = ϕ β ∗κ   (6)

( ) ( )1 1 ,R Rj h j K K′= = = ρ∗ ϕ β ∗κ∗ϕ   (7)

( )1 22 2ϕ = ρ +β æ,β = κ
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Рис. 1. Сравнение аналитических решений f
R
 и h

R
  

при значении параметра κ = 21/2 с известными численными решениями f(ρ) и h(ρ) [1]

Fig. 1. Comparison of analytical solutions f
R
 and h

R
  

at parameter κ = 21/2 with known numerical solutions f(ρ) and h(ρ) [1]

Рис. 2. Зависимости параметра порядка fR(ρ), напряженности магнитного поля hR(ρ) и hL(ρ) = K
0
(ρ) / æ,  

а также плотности сверхпроводящего тока jR(ρ) для сверхпроводников с параметрами æ: 0,707 (а); 3 (б); 10 (в)

Fig. 2. Dependences of the order parameter fR(ρ), magnetic field strength hR(ρ) and hL(ρ) = K
0
(ρ) / æ,  

as well as the superconducting current density jR(ρ) for superconductors with parameters æ: 0.707 (a); 3 (b); 10 (v)

 а)      б)

а)    б)        в)

Ландау [1, с. 63]. На рис. 1a и 1б приведено сравнение аналитических решений fR и hR при значе-
нии параметра κ = 21/2 с известными численными решениями       и       [1, с. 65] уравнений  
Гинзбурга–Ландау для вихря Абрикосова (при æ = 10), а также показаны плотности тока         

       (7) и            из уравнения (1) для             

На рис. 2 представлены графики параметра порядка         напряженности магнитного поля  
       и                   а также плотности сверхпроводящего тока        для сверхпрово-
дников с параметрами æ = 0,707; 3 и 10.

Максимальное значение плотности тока jRm ≈ 0,32 ÷ 0,47, следующее из условия              
соответствует расстоянию от оси вихря            

Сопутствующие результаты:

В свете современных сугубо дискретных моделей вихря Абрикосова (типа «керн», «th(æ * ρ)» и 
т.п.) требование обязательного соответствия найденных решений fR (5) и hR (6) еще и дифферен-
циальному уравнению (1), связывающему величину плотности сверхпроводящего тока        с 

( )f ρ ( )h ρ
( )Rj ρ =

Rh ′= ( )1j h′ρ = ( )1 22 2 .Rf f= = ρ ρ +β

( ) ,Rf ρ
( )Rh ρ ( ) ( )0 æ ,Lh Kρ = ρ ( )Rj ρ

( )Rj ρ

( ) 0,Rmj ′ =
1 22 æ.mρ ≈ β =

( ) ( ) ( )0 10 2 ;Rh K K= β β ∗   (8)

( ) ( )1 æ 0 3 4 2 æ .Rc Rh h= ∗ + ∗   (9)
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производными первого и второго порядка (!) от плавно меняющегося параметра порядка       
представляется избыточным и допускает использование других критериев для определения ве-
личины κ.

Критерием для определения величин κ и β может быть также выполнение точных принципи-
альных равенств в теории Гинзбурга–Ландау [1, p. 82] при значении æ = 1/21/2:

Равенства (8) и (9) точно удовлетворяют критерию (10) при значении κ = 1,1.
Для лаконичности формул примем значение именно κ = 1, т.е. β = æ–1.
На рис. 3 изображены визуально совпадающие аналитические зависимости первого критиче-

ского магнитного поля         для значений κ = 1 и κ = 21/2 ≈ 1,41, что подтверждает приемле-
мость предложения «лаконичности» (κ = 1 или β = æ–1) для описания свойств вихря Абрикосова 
в реальных сверхпроводниках второго рода.

Таким образом, для значений β = æ–1 величина первого критического магнитного поля hRc1 
равна:

где

На рис. 4. показана найденная нами зависимость (11) первого критического поля           
которая соответствует зависимости         согласно численным расчетам Хардена и Арпа [1, с. 68,  
рис. 13], а также приведены значения первого критического поля при æ >> 01 по формуле Абри-
косова                               [1, с. 68, 3.41].

При значении κ = 1 нами также аналитически подтверждено следующее из (9) классическое 
[1, с. 69] соотношение между величинами      и «двукратным hc1»:

справедливое для любых значений параметра æ > 0,707.

( ) ,f ρ

( ) 1 2
1 0 1 2 .ch h= = (10)

( )1 æRch

Рис. 3. Аналитические зависимости первого критического магнитного поля h
Rc1

 (æ)  
для значений κ = 1 и κ =21/2 ≈ 1,41

Fig. 3. Analytical dependences of the first critical magnetic field h
Rc1

(æ) for values κ = 1 and κ =21/2 ≈ 1.41

( ) ( )1 æ 0 0,5 2 æ ,Rc Rh h= ∗ + ∗   (11)

( ) ( ) ( )1 1
0 10 æ æ .Rh K K− −= (12)

( )1 æ ,Rch
( )1 æch

( ) [ ] ( )1 æ ln æ 0,08 2 æAch = + ∗

( )0h

( ) ( )10 2 1 2 æ ,R Rch h= ∗ − ∗ (13)



Metallurgy. Material Science

93

Рис. 4. Зависимость (11) первого критического поля hRc1(æ)

Fig. 4. Dependence (11) of the first critical field hRc1(æ)

Рис. 5. Отношения абсолютных значений нижнего и верхнего критических магнитных полей 
 H

c1
 / H

c2
(R) = h

Rc1
 / æ и H

c1
 / H

c2
(A) = h

Rc1
 / æ [1, с. 68]

Fig. 5. Ratios of the absolute values of the lower and upper critical magnetic fields 
 H

c1
 / H

c2
(R) = h

Rc1
 / æ and H

c1
 / H

c2
(A) = h

Rc1
 / æ [1, p. 68]

Отношения абсолютных значений нижнего и верхнего критических магнитных полей  
                     и                      [1, с. 68] представлены на рис. 5.

Очевидно преимущество нашего R-подхода к оценке              для сверхпроводников вто-
рого рода с любым значением параметра æ > 0,707.

Для сверхпроводников с параметром æ >> 1 отметим совпадение результатов теории Гинзбурга–
Ландау для вихря Абрикосова и нашего подхода.

При значениях æ >> 1, с учетом свойств функций Макдональда [2]              и             
полученные нами функции               и        (формулы (5), (6), (8), (9)) переходят в клас-
сические асимптотики формул Лондонов и Абрикосова [1, с. 64, 69]:

Выводы

В настоящей работе найдена следующая R-структура (fR, hR, jR) вихря Абрикосова:

( )1 2 1 æc c RcH H R h= ( )1 2 1 æc c RcH H A h=
( )1 2c cH H R

( )0 ln æK β ≈ ( )1 æ,K β ≈
( ) ,Rf ρ ( )Rh ρ ( )0Rh

( ) ( ) ( )0 æ ;R Lh K hρ ≈ ρ = ρ (14)

( ) ( )0 ln æ æ 0 ;R Ah h≈ = (15)

( ) ( )1 æ 1 .R Af fρ << ≈ ∗ρ = ρ << (16)
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Эта структура представляет собой аналитическое решение теории сверхпроводимости Гинз-
бурга–Ландау и является справедливой для любого значения параметра æ > 0,707, удовлетворя-
ющее граничным условиям для вихря Абрикосова и условию квантованию магнитного потока.

Аналитическая зависимость первого критического магнитного поля hRc1 от параметра æ и аб-
солютных значений нижнего и верхнего критических магнитных полей имеет следующий вид:

Следует отметить, что для определения структуры вихря Абрикосова нами не использованы 
«модельные» представления, рядные приближения и математические аппроксимации.

( )1 22 2æ ;Rf
−= ρ ρ + (17)

( ) ( )1 22 2 1
0 1æ æ ;Rh K K− − = ρ +  

(18)

(19)( ) ( ) ( )1 1
0 10 æ æ ;Rh K K− −=

( ) ( ) ( )1 2 1 22 2 2 2 1
1 1æ æ æ .R Rj h K K− − −   ′= = ρ∗ ρ + ρ + ∗      

(20)

( ) ( ) ( )1 1
1 0 1 1 2æ æ æ 1 2 2 æ æ .Rc c ch K K H H− − = ∗ + ∗ = ∗  (21)
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